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Введение

Пусть 𝑂(𝐺) — пространство локально аналитических функций

на открытом множестве 𝐺⊆ C с топологией равномерной сходимости

на компактах; 𝑂*(𝐺) — сильное сопряженное к пространству 𝑂(𝐺);

Ω0, Ω — выпуклые области, удовлетворяющие условию Ω0 + 𝑈 ⊆ Ω,

где 𝑈 — открытый круг |𝑧| < 𝜀. Оператор сдвига на фиксированный

шаг ℎ ∈ 𝑈
𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) | 𝑓(𝑧) ↦→ 𝑓(𝑧 + ℎ)

и произвольный функционал 𝑆 ∈ 𝑂*(Ω0) порождают оператор свертки

(функции 𝑓 и функционала 𝑆)

𝑀𝑆(𝑓) : 𝑂(Ω)→ 𝑂(𝑈) | 𝑓 ↦→ ⟨𝑆, 𝑇ℎ(𝑓)⟩

и однородное уравнение свертки

𝑀𝑆(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω), (0.0.1)

множество решений которого совпадает с ядром оператора свертки.

Функция 𝜙 : 𝜆 ↦→
⟨︀
𝑆, 𝑒𝜆𝑧

⟩︀
является целой и называется характеристи-

ческой функцией уравнения (0.0.1).

Операторы свертки были введены в 1888 году Пинкерле [9]. К

этим операторам, как выяснилось позднее, сводятся некоторые диф-

ференциальные операторы и дифференциально разностные операторы

с постоянными коэффициентами. Если характеристическая функция

дифференциального оператора бесконечного порядка имеет экспонен-

циальный тип, например, то он совпадает с оператором свертки [32].

Операторы свертки имеют большое прикладное значение. Имеют эти

операторы и высокое теоретическое значенияе. Их используют, как

эффективное средство исследования рядов Дирихле, например, Пойа,

Валирон, Бернштейн и др. (сводка результатов есть в [14]). Операторы

свертки и однородные уравнения свертки выступали предметом иссле-

дования в работах многих известных математиков ([3, 5–8, 13, ,15 ,18

, 22, 24–30, 32–34, 45–48, 50, 57, 58, 70] и др.).
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Экспоненциальные полиномы, удовлетворяющие уравнению

(0.0.1), называются элементарными решениями этого уравнения. Со-

вокупность всех элементарных решений уравнения (0.0.1) исчерпы-

вается линейными комбинациями экспоненциальных одночленов ви-

да 𝑒𝜆𝑧, 𝑧𝑒𝜆𝑧, ..., 𝑧𝑛−1𝑒𝜆𝑧, где 𝜆 — нуль характеристической функции 𝜙

уравнения (0.0.1) кратности 𝑛.

Если всякое решение 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) однородного уравнения свертки

можно аппроксимировать его элементарными решениями в топологии

пространства 𝑂(Ω), то говорят, что для этого уравнения выполняется

аппроксимационная теорема. Выполнение аппроксимационной теоре-

мы для уравнения (0.0.1) в случае Ω — комплексная плоскость дока-

зана в работе [10]. Аналогичный результат в общем случае получен в

работах [32,34]. Среди более поздних работ следует отметить статьи

[10, 52–54, 62, 69].

Дальнейшие исследования в данном направлении связаны с пере-

ходом к уравнениям более общего вида. Обобщение однородного урав-

нения свертки осуществляется путем обобщением оператора сдвига 𝑇ℎ.

Это обобщение связано с представлением оператора 𝑇ℎ в виде диффе-

ренциального оператора бесконечного порядка

𝑇ℎ : 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝐷𝑛𝑓)(𝑧).

Пусть 𝐴 — произвольный непрерывный эндоморфизм 𝑂(C) → 𝑂(C)

пространства целых функций и рассмотрим оператор

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
(𝐷𝑛𝑓) (𝑧).

Этот оператор является дифференциальным оператором бесконечно-

го порядка. Он называется оператором 𝐴-сдвига при условии, что дей-

ствует непрерывно из пространства 𝑂(Ω) в пространство 𝑂(Ω0). Пусть

𝐴𝑇ℎ — произвольный оператор 𝐴-сдвига, 𝑆 — произвольный функци-

онал из 𝑂*(Ω0). Рассмотрим оператор 𝐴-свертки

𝐴𝑀𝑆(𝑓) : 𝑂(Ω)→ 𝑂(𝑈) | 𝑓 ↦→ ⟨𝑆,𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ .
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Ядро оператора 𝐴-свертки совпадает с множеством решений однород-

ного уравнения 𝐴-свертки

𝐴𝑀𝑆(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) (0.0.2)

с характеристической функцией 𝜙 : 𝜆 ↦→
⟨︀
𝑆, 𝑒𝜆𝑧

⟩︀
.

Как и прежде элементарным решением уравнения (0.0.2) называ-

ем произвольный экспоненциальный полином, удовлетворяющий это-

му уравнению. Решение уравнения (0.0.2) предполагает решение пары

самостоятельных задач. Первая из них — задача экспоненциального

анализа, а вторая — задача экспоненциального синтеза. Решение пер-

вой задачи предполагает описание всех элементарных решений уравне-

ния (0.0.2), а решение второй задачи предполагает доказательство ап-

проксимационной теоремы (утверждающей плотность элементарных

решений в множестве всех решений уравнения).

Однородные уравнения (0.0.2) впервые рассмотрены в работах

Андрея Борисовича Шишкина [72,78]. В этих работах исследована за-

дача экспоненциального синтеза для однородного уравнения 𝐴-сверт-

ки (0.0.2). Доказана, в частности, аппроксимационная теорема для

него, если выполнены следующие условия:

1) при любом достаточно малом 𝜀 > 0 выполняется неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

(︂
|𝐴(𝑧𝑛)|
exp 𝜀 |𝑧|

)︂ 1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
;

2) существует такой полином 𝜋(𝑧), что 𝐴(1) = 1, 𝐴(C[𝑧]) =

C[𝜋(𝑧)], где C[𝑧] — кольцо многочленов от 𝑧, C[𝜋(𝑧)] — кольцо много-

членов от 𝜋(𝑧).

Условие 1) является естественным и не может быть опущено. Его

необходимость вызвана самим определением оператора 𝐴-свертки [72].

Если непрерывный эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) удовлетворяет

условию 2), то его называют оператором 𝜋-симметризации. Остается

открытым вопрос: в какой мере условие 2) (условие 𝜋-симметриза-

ции) является необходимым для обеспечения справедливости аппрок-

симационной теоремы для уравнения (0.0.2). Другой открытый вопрос
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связан с решением задачи экспоненциального анализа для уравнения

(0.0.2). В общем случае эта задача еще не исследовалась. Известны

лишь ее решения в некоторых частных случаях [12,60].

Цель диссертационного исследования — получить ответы на по-

ставленные вопросы в условиях некоторого специального класса одно-

родных уравнений 𝐴-свертки.

Пусть 𝜋 (𝑧) — многочлен, deg 𝑞 ≥ 1. Композиции вида 𝑔(𝜋(𝑧)),

где 𝑔 — целая функция, явлются целыми функциями и называются

целыми 𝜋-симметричными функциями. Любая целая функция 𝑔(𝑧) до-

пускает единственное представление в виде

𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧), (0.0.3)

в котором коэффициенты 𝑔𝑝(𝑧) являются целыми 𝜋-симметричными

функциями [40]. Такие представления мы называем 𝜋-симметричны-

ми представлениями. Пусть {𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)} — произвольный набор

многочленов, не все из которых равны тождественному нулю, и вы-

полняются неравенства deg 𝑎𝑝 (𝑧) ≤ 𝑝. Считаем, что существует такое

𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}, что deg 𝑎𝑝 (𝑧) = 𝑝. Рассмотрим непрерывный эн-

доморфизм 𝐴 пространства целых функций 𝑂(C), действующий по

правилу

𝐴 : 𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧), (0.0.4)

где 𝑔𝑝(𝑧) — 𝜋-симметричные коэффициенты представления (0.0.3). Од-

нородное уравнение 𝐴-свертки

⟨𝑆,𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω), (0.0.5)

порождаемое эндоморфизмом (0.0.4), называется однородным уравне-

нием 𝜋-свертки.

Такие уравнения рассматривались ранее неоднократно. К ним

относятся однородные уравнения 𝑞-сторонней свертки [32, 76], одно-

родные уравнения 𝜋-свертки [40] и однородные уравнения типа 𝑞-

сторонней свертки [12, 60].
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Дадим краткое описание содержания настоящей диссертации.

В первой главе осуществлены постановки задач экспоненциаль-

ного анализа и экспоненциального синтеза. В разделе 1.1 рассмотрены

необходимые предварительные сведения — циклические биголомор-

физмы, разностные отношения, симметричные представления, опера-

торы симметризации, дуальные операторы, дуальные аннуляторы. В

разделе 1.2 определен оператор 𝜋-сдвига, исследованы свойства этого

оператора, его возможные представления и вопрос преемственности

данного определения. Оказалось, что оператор 𝜋-сдвига обобщает из-

вестные понятия оператора 𝑞-стороннего сдвига и оператора 𝜋-сдвига

(в смысле Игоря Федоровича Красичкова-Терновского [40]). В разде-

ле 1.3 исследован соответствующий оператор 𝜋-свертки. Постановки

задач экспоненциального анализа и экспоненциального синтеза для

однородного уравнения 𝜋-свертки проведены в разделе 1.4. Постанов-

ка первой задачи потребовала доказательства нетривиальности запаса

всех элементарных решений однородным уравнением 𝜋-свертки (пред-

ложение 1.4.1). Постановка второй задачи потребовала рассмотрения

вопроса преемственности нового определения оператора 𝜋-свертки.

Вторая глава посвящена решению задачи экспоненциального

анализа. В разделе 2.1 эта задача сведена к задаче спектрального ана-

лиза для дифференциального оператора 𝜋(𝐷) (предложение 2.1.1).

Описание элементарных решений однородного уравнения 𝜋-свертки

сведено к описанию элементарных экспоненциальных полиномов, удо-

влетворяющих этому уравнению (предложение 2.1.2).

В разделе 2.2 получен критерий принадлежности элементарно-

го экспоненциального полинома пространству решений однородного

уравнения 𝜋-свертки (теорема 2.2.1). Этот критерий в разделе 2.3 ис-

пользуется для описания общего элементарного решения (общего вида

элементарного решения ) уравнения (теорема 2.3.1). Оказалось, что

множество элементарных решений уравнения совпадает с линейной

оболочкой экспоненциальных полиномов вида

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

(︃
sym𝜁

(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙(𝜁)
𝐶(𝑧)𝑒𝜁𝑧

)︃
(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,
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где 𝜙(𝜁) — характеристическая функция уравнения, 𝑚 ∈ Z+, sym𝜁

— оператор 𝜋-симметризации (по переменной 𝜁), 𝜆 ∈ C и локально

аналитическая функция 𝐶(𝜁) выбрана из условия: произведение

(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙(𝜁)
𝐶(𝜁)

является аналитической функцией в точках 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜋(𝜆)). Послед-

нее условие можно записать в виде неравенства

𝑚𝐶(𝜁) ≥ 𝑚𝜙(𝜁)− (𝑚+ 1)𝑚𝜋−𝜋(𝜆)(𝜁), 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)),

где 𝑚𝑔(𝜁) – кратность корня локально аналитической функции 𝑔 в

точке 𝜁.

Третья глава посвящена решению задачи экспоненциального

синтеза. Эндоморфизм (0.0.4) в общем случае не является операто-

ром симметризации (в смысле условия 2)). Это означает, что результа-

ты Андрея Борисовича Шишкина из статей [72,78], вообще говоря, не

распространяются на порождаемые этим эндоморфизмом однородные

уравнения 𝜋-свертки. Можно говорить лишь о их частичном распро-

странении на такие уравнения. Точное описание семейства однород-

ных уравнений 𝜋-свертки, для которых справедлива аппроксимаци-

онная теорема, связано с уточнением понятия оператора 𝜋-симметри-

зации. Это уточнение носит чисто алгебраический характер и связано

со структурой модуля многочленов C[𝑧] над кольцом 𝜋-симметричных

многочленов C[𝜋(𝑧)].

В разделе 3.1 исследуются базисы вC[𝜋(𝑧)]-модулеC[𝑧]. В основе

этого исследования лежит понятие независимой над кольцом C[𝜋(𝑧)]

системы многочленов. В этом разделе получен критерий независимо-

сти системы многочленов над кольцом C[𝜋(𝑧)] (предложение 3.1.3),

описаны базисы в C[𝜋(𝑧)]-модуле C[𝑧] (предложение 3.1.4). Наконец,

доказана теорема о разложении многочленов кольца C[𝑧] по базисам,

с коэффициентами из кольца C[𝜋(𝑧)] (теорема 3.1.1).

В разделе 3.2 обобщается понятие оператора 𝜋-симметризации.

Эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) называется называется оператором
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𝜋-симметризации (в обобщенном смысле), если

𝐴(𝑑(𝑧)) = 𝑑(𝑧), 𝐴(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜋(𝑧)],

где 𝑑(𝑧) — многочлен из кольца C[𝑧]. Предложение 3.2.1 описывает

условия на полиномиальные коэффициенты 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) эндомор-

физма (0.0.4), при выполнении которых этот эндоморфизм является

оператором 𝜋-симметризации. В подразделе 3.2.2 вводится понятие

индикатора порождающего эндоморфизма (0.0.4). Предложение 3.2.2

описывает условия на индикатор эндоморфизма (0.0.4), при выпол-

нении которых он является оператором 𝜋-симметризации. Оказалось,

что эндоморфизм (0.0.4) является оператором 𝜋-симметризации, если

он декомпозиционно периодичен, то есть удовлетворяет условию пери-

одичности и условию декомпозиции (см. подраздел 3.2.2).

Раздел 3.3 посвящен аппросимационной теореме для однородно-

го уравнения 𝜋-свертки. Здесь доказана справедливость следующего

утверждения. Для того чтобы аппроксимационная теорема для урав-

нения (0.0.5) была справедлива достаточно, а если порождающие по-

линомы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) являются мономами, то и необходимо, чтобы

порождающий эндоморфизм (0.0.4) являлся оператором 𝜋-симметри-

зации в обобщенном смысле (теорема 3.3.1). Понятно, что эта теорема

допускает формулировку в терминах индикатора порождающего эн-

доморфизма (0.0.4): для того чтобы аппроксимационная теорема для

уравнения (0.0.5) была справедлива достаточно, а если порождающие

полиномы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) являются мономами, то и необходимо, что-

бы индикатор порождающего эндоморфизма (0.0.4) был декомпозици-

онно периодичен.

Научная новизна, результаты выносимые на защиту. В

работе получены следующие результаты:

– определение оператора 𝜋-свертки, обобщающего все известные

операторы типа свертки в комплексной области; исследование свойств

оператора 𝜋-свертки;

– описание общего элементарного решения однородного уравне-

ния 𝜋-свертки в терминах его характеристической функции;
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– описание точных условий справедливости аппроксимационной

теоремы для однородного уравнения 𝜋-свертки в терминах порождаю-

щих его коэффициентов (или в терминах порождающего его эндомор-

физма целых функций).

Практическая ценность результатов исследования. Про-

веденные исследования относятся к теории локального описания це-

лых функций экспоненциального типа и к теории спектрального син-

теза в комплексной области. Они носят характер фундаментальных

исследований по теории функций комплексной переменной и могут

быть полезными на научно-исследовательских семинарах, тематика

которых связана с действительным, комплексным и функциональным

анализом. Результаты настоящей диссертации продолжают исследо-

вания известных математиков, чем и обусловлена их теоретическая и

практическая значимость.

Апробация исследования. В ходе аппробации результаты ис-

следования представлялись:

– на семинаре по теории функций в филиале ФГБОУ ВО «Ку-

банский государственный университет» в г. Славянске-на-Кубани (ру-

ководитель семинара Андрей Борисович Шишкин, 2017–2023 гг.);

– на ежегодной Региональной научно-практической конференции

«Инновационная деятельность в сфере естественнонаучного образова-

ния» (ФГБОУ ВО «Кубанский государственный университет», фили-

ал в г. Славянске-на-Кубани 2015–2020 гг.);

– в ходе работы Международной школы-конференции «Ком-

плексный анализ и его приложения», посвященной 90-летию со дня

рождения доктора физико-математических наук, профессора Игоря

Петровича Митюка (ФГБОУ ВО «Кубанский государственный уни-

верситет», филиал в г. Геленджик, 2018 г.);

– в ходе работы Всероссийской научно-практической конферен-

ции, посвященной юбилею филиала Кубанского государственного уни-

верситета в г. Славянске-на-Кубани, «Педагогический вуз в социо-

культурном и образовательном пространстве региона» (ФГБОУ ВО

«Кубанский государственный университет», филиал в г. Славянске-
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на-Кубани, 2019 г.);

– в ходе работы третьей Международной научной конференции

«Осенние математические чтения в Адыгее» (Адыгейский Государ-

ственный Университет, 2019 г.).

– в ходе работы Международной научной конференции «Уфим-

ская осенняя математическая школа» (Уфа, ФГБОУ ВО «Башкирский

государственный университет», 2022 г.).

Все результаты диссертационного исследования являются досто-

верными, поскольку приводятся со строгими доказательствами, осно-

ванными на известных фактах и методах теории функций и функци-

онального анализа.

Публикации автора и личный вклад автора. Основные ре-

зультаты диссертации опубликованы в 4 научных статьях [11, 59, 60,

62] , и 7 тезисах научных конференций [12, 61]. Работа [11] опублико-

вана в издании, входящем в международную наукометрическую базу

данных Scopus, статьи [59, 60, 62] опубликованы в журнале, рекомен-

дованном ВАК РФ.

Статьи [11, 60, 62] опубликованы в соавторстве. Понятие одно-

родного уравнения типа 𝑞-сторонней свертки, введенное в статье [60],

является промежуточным и лежит в основе более общего понятия од-

нородного уравнения 𝜋-свертки, введенного в настоящем диссертаци-

онном исследовании. Обобщение теоремы 15.1 из статьи [60] позволило

получить ключевой результат из второй главы. В публикации [62] ав-

тору диссертации принадлежит определение оператора 𝜋-сдвига и до-

казательство его основных свойств. Полученный результат отображен

в первой главе диссертационой работы и является основополагающим

для всего дальнейшего исследования. В работе [11] автору диссертации

принадлежит Теорема 1.

Автор выражает благодарность Андрею Борисовичу Шишкину

за формулировку задач и помощь в выборе методов их решения.



Глава 1.

Однородное уравнение

типа свертки

1.1. Предварительные сведения

1. Циклические биголоморфизмы.Пусть 𝑞 ∈ N, 𝜋(𝑧) —фик-

сированный многочлен

𝜋(𝑧) := 𝑧𝑞 + 𝑐1𝑧
𝑞−1 + ...+ 𝑐𝑞, 𝑐𝑗 ∈ C

степени 𝑞. Отождествим многочлен 𝜋(𝑧) с отображением

𝜋 : C→ C |𝑧 ↦→ 𝜋(𝑧).

Это отображение определяет аналитическое накрытие (C, 𝜋,C). Ком-

плексную плоскость, из которой удалено критическое множество ана-

литического накрытия (C, 𝜋,C), обозначим символом Λ, а 𝜋-прообраз

множества Λ обозначим символом C*. Сужение

𝜋|C* : C* → Λ|𝑧 ↦→ 𝜋(𝑧)

отображения 𝜋 : C → C определяет 𝑞-листное безграничное нераз-

ветвленное накрытие (C*, 𝜋,Λ). Фундаментальную группу топологи-

ческого пространства Λ (с индуцированной из C топологией) обозна-

чим стандартно 𝜋1(Λ). Элементы Γ ∈ 𝜋1(Λ) называются гомотопиче-

скими классами. Каждый из них порождает послойный биголомор-

физм 𝜔Γ : C* → C*, действие которого на фиксированном 𝜋-слое

12
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𝜋−1(𝜆) можно определить так. Пусть 𝛾 — произвольный замкнутый

путь из класса Γ с началом в точке 𝜆 ∈ Λ, 𝑧 — произвольный корень

уравнения 𝜋(𝑧)− 𝜆 = 0, то есть произвольный элемент 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜆).

Обход пути 𝛾 точкой 𝜔 приводит к тому, что корень 𝑧𝜔 уравнения

𝜋(𝑧)− 𝜔 = 0 непрерывно меняется от начального значения 𝑧 ∈ 𝜋−1(𝜆)

до некоторого конечного значения 𝑧′ ∈ 𝜋−1(𝜆), которое принимается в

качестве значения биголоморфизма 𝜔Γ в точке 𝑧.

Биголоморфизмы 𝜔Γ, Γ ∈ 𝜋1(Λ) образуют группу гомоморф-

ную фундаментальной группе 𝜋1(Λ) (относительно групповой опера-

ции 𝜔Γ′ ∘ 𝜔Γ := 𝜔Γ∘Γ′). Ее называют накрывающей группой накрытия

(C*, 𝜋,Λ) и обозначают стандартным символом Deck(C*/𝜋). Если би-

голоморфизм 𝜔 ∈ Deck(C*/𝜋) порождает циклическую группу поряд-

ка 𝑞:

⟨𝜔⟩ = {𝜔0, ..., 𝜔𝑞−1},

то его называют циклическим. Если Γ — гомотопический класс за-

мкнутых путей 𝛾 ⊆ Λ, однократно обходящих всю совокупность кри-

тических точек против часовой стрелки, то биголоморфизм 𝜔Γ являет-

ся циклическим и соответствует переходу от одного листа римановой

поверхности функции 𝜋−1 на другой. Предположим, что биголомор-

физм 𝜔 является циклическим. Тогда каждый обыкновенный 𝜋-слой

𝜋−1(𝜆) можно упорядочить так, что 𝜋−1(𝜆) = (𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) и 𝜔 дей-

ствует на слой 𝜋−1(𝜆) как циклическая перестановка (𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) →
(𝑧1, ..., 𝑧𝑞−1, 𝑧0). Например, можно положить

𝑧0 = 𝜔0(𝑧), 𝑧1 = 𝜔1(𝑧), ..., 𝑧𝑞−1 = 𝜔𝑞−1(𝑧),

где 𝑧 — произвольный элемент 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜆).

2. Разностные отношения. Пусть 𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1 — фиксирован-

ные элементы пространства 𝑂(𝐺) локально аналитических функций

на открытом множестве 𝐺 ⊆ C с топологией равномерной сходимости

на компактах, ∆(𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1) — функциональный определитель⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜙0(𝑧0) · · · 𝜙𝑝(𝑧0) · · · 𝜙𝑞−1(𝑧0)

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝜙0(𝑧𝑞−1) · · · 𝜙𝑝(𝑧𝑞−1) · · · 𝜙𝑞−1(𝑧𝑞−1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,
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который рассматриваем как функцию 𝑞 комплексных переменных

𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 ∈ 𝐺. Рассмотрим разностное отношение

Φ(𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) :=
∆(𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1)

∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)
,

где ∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1) — определитель Вандермонда⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · 𝑧𝑝0 · · · 𝑧𝑞−1

0

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · 𝑧𝑝𝑞−1 · · · 𝑧

𝑞−1
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

∏︁
0≤𝑖<𝑗≤𝑞−1

(𝑧𝑗 − 𝑧𝑖).

Пусть 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 — попарно различные точки из𝐺 и 𝜙𝑝 ∈ {𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1}.
Рассмотрим разделенные разности

[𝑧𝑖]𝜙𝑝 := 𝜙𝑝(𝑧𝑖), [𝑧𝑖𝑧𝑗]𝜙𝑝 :=
[𝑧𝑖]𝜙𝑝 − [𝑧𝑗]𝜙𝑝

𝑧𝑖 − 𝑧𝑗
, ...

..., [𝑧𝑖𝑧𝑗𝑧𝑘]𝜙𝑝 :=
[𝑧𝑖𝑧𝑗]𝜙𝑝 − [𝑧𝑗𝑧𝑘]𝜙𝑝

𝑧𝑖 − 𝑧𝑘
, ...

с узлами в точках 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 [17, Гл. 1]. В предложении 2.1 из работы

[38] показано, что значение функции Φ(𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) в фиксированной

точке совпадает с определителем

𝛿(𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1) :=

:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[𝑧0]𝜙0 · · · [𝑧0]𝜙𝑝 · · · [𝑧0]𝜙𝑞−1

[𝑧0𝑧1]𝜙0 · · · [𝑧0𝑧1]𝜙𝑝 · · · [𝑧0𝑧1]𝜙𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
[𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝜙0 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝜙𝑝 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝜙𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.1.1)

Разностное отношение Φ(𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) является аналитической функци-

ей на декартовом произведении 𝐺𝑞, так как элементы определителя

𝛿(𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1) являются разделенными разностями порядка ≤ 𝑞 − 1 и

представляют собой аналитические функции переменной (𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1).

При этом справедливо интегральное представление

[𝑧0𝑧1...𝑧𝑗]𝜙𝑝 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝜙𝑝(𝜁)𝑑𝜁

(𝜁 − 𝑧0)...(𝜁 − 𝑧𝑗)
, (1.1.2)
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где (𝑗, 𝑝) ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}2, 𝐿 — произвольный спрямляемый контур,

охватывающий точки 𝑧0, ..., 𝑧𝑗 [17, Гл. 1, § 4]. Здесь [𝑧0𝑧1...𝑧𝑗]𝜙𝑝 — про-

извольный элемент определителя 𝛿(𝜙0, ..., 𝜙𝑞−1) и 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 фиксиро-

ваны.

3. Симметричные представления. Если 𝐺 ⊆ C и 𝐺 =

𝜋−1 ∘ 𝜋(𝐺), то множество 𝐺 называется 𝜋-симметричным. Если ком-

плексная функция 𝑔, определенная на 𝜋-симметричном множестве 𝐺,

представляется в виде композиции 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝜋, где 𝑔 — комплексная

функция, заданная на образе 𝜋(𝐺), то она тоже называется 𝜋-сим-

метричной. Если функция 𝑔 локально аналитична на множестве 𝜋(𝐺)

(соотв. целая функция), то функцию 𝑔 = 𝑔∘𝜋 называем локально ана-

литической 𝜋-симметричной (соотв. целой 𝜋-симметричной) функ-

цией. Далее 𝑂𝜋(𝐺) — семейство всех локально аналитических 𝜋-сим-

метричных функций на 𝜋-симметричном множестве 𝐺 с топологией

равномерной сходимости на компактах.

Если 𝐺 — открытое 𝜋-симметричное множество и 𝑔 ∈ 𝑂(𝐺), то

имеет место единственное 𝜋-симметричное представление функции

𝑔:

𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧), 𝑔𝑝 ∈ 𝑂𝜋(𝐺) (1.1.3)

[38, теорема 2.1]. Для любой обыкновенной точки 𝑧 аналитического

накрытия (C, 𝜋,C) 𝜋-симметричные коэффициенты 𝑔𝑝(𝑧), в свою оче-

редь, представляются в виде разностного отношения

𝑔𝑝(𝑧) =
∆𝑝(1, ..., 𝑔, ..., 𝑧

𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
,

где 𝜔 — циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋), 𝑧𝑗 = 𝜔𝑗(𝑧), 𝑗 ∈
{0, ..., 𝑞 − 1} и

∆𝑝(1, ..., 𝑔, ..., 𝑧
𝑞−1) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · 𝑔(𝑧0) · · · 𝑧𝑞−1

0

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · 𝑔(𝑧𝑞−1) · · · 𝑧𝑞−1

𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Далее рассмотрим 𝜋-симметричное представление многочлена

𝑔(𝑧) на 𝐺 := C.
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Предложение 1.1.1. Если deg 𝑔(𝑧) = 𝑚, то при 𝑚 ≥ 𝑝

коэффициент 𝑔𝑝(𝑧) представления (1.1.3) является многочленом и

deg 𝑔𝑝(𝑧) ≤ 𝑚 − 𝑝. Если 𝑚 < 𝑝, то коэффициент 𝑔𝑝(𝑧) совпадает с

тождественным нулем.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай 𝑧 —

обыкновенная точка аналитического накрытия (C, 𝜋,C) и 𝑧𝑖 := 𝜔𝑖𝑧 ∈
{𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1}, где 𝜔 — циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋). По

свойствам многочленов

𝜋(𝑧𝑖) =
𝜋(𝑧)

𝑧𝑞
𝑧𝑞 = (1 + 𝑜(1)) 𝑧𝑞, 𝑧 →∞.

Значит, 𝜋(𝑧𝑖)→∞ и, значит, 𝑧𝑖 →∞ при 𝑧 →∞. Следовательно,

𝛼 :=
𝑧𝑞𝑖
𝜋(𝑧𝑖)

− 𝑧𝑞

𝜋(𝑧)
= 𝑜(1), 𝑧 →∞,

𝑧𝑞𝑖 =

(︂
1 + 𝛼

𝜋(𝑧)

𝑧𝑞

)︂
𝑧𝑞 = (1 + 𝑜(1)) 𝑧𝑞, 𝑧 →∞.

Значит,

|𝑧𝑖| = |(1 + 𝑜(1))| |𝑧| , 𝑧 →∞, (1.1.4)

Arg 𝑧𝑞𝑖 = Arg 𝑧𝑞 + 𝑜(1), 𝑧 →∞. (1.1.5)

Пусть 𝜀 > 0, 𝜀0 ∈ (0, 𝜀) и 𝜀1 ∈ (𝜀0, 𝜀). В силу (1.1.4)

|𝑧𝑖|𝑛 ≤
(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛 , |𝑧| ≥ 𝑅′ > 0. (1.1.6)

В силу (1.1.5)

|𝑧𝑖 − 𝑧𝑗| ≥ 2 |𝑧| sin 𝜋

𝑞 + 1
, |𝑧| ≥ 𝑅′′ > 0. (1.1.7)

Положим 𝑅 := max{𝑅′, 𝑅′′}. Тогда вне множества C* ∩ {𝑧 : |𝑧| < 𝑅}
выполняются неравенства (1.1.6) и (1.1.7).

Рассмотрим 𝜋-симметричное представление монома 𝑧𝑛

𝑧𝑛 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑛,𝑝(𝑧), 𝑔𝑛,𝑝 ∈ 𝑂𝜋(C),
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в котором 𝜋-симметричные коэффициенты 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) в обыкновенных

точках 𝑧 аналитического накрытия (C, 𝜋,C) представляются в виде

𝑔𝑛,𝑝(𝑧) =
∆𝑝(1, ..., 𝑧

𝑛, ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
.

В силу (1.1.6) для всех целых 𝑛 ≥ 0 вне множества C* ∩ {𝑧 : |𝑧| < 𝑅}
выполняется неравенство

⃒⃒
∆𝑝(1, ..., 𝑧

𝑛, ..., 𝑧𝑞−1)
⃒⃒
≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · |𝑧0|𝑛 · · · |𝑧0|𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · |𝑧𝑞−1|𝑛 · · · |𝑧𝑞−1|𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝑞!

(︂
𝜀1

𝜀0

)︂ 𝑞(𝑞−1)
2 −𝑝+𝑛

|𝑧|
𝑞(𝑞−1)

2 −𝑝+𝑛 ,

а в силу (1.1.7) вне этого множества выполняется неравенство

ln
⃒⃒
∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)

⃒⃒
≥ 𝑞(𝑞 − 1)

2

(︂
ln 2 + ln |𝑧|+ ln sin

𝜋

𝑞 + 1

)︂
.

Следовательно,

|𝑔𝑛,𝑝(𝑧)| =
⃒⃒
∆𝑝(1, ..., 𝑧

𝑛, ..., 𝑧𝑞−1)
⃒⃒

|∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)|
≤

≤
𝑞!
(︁
𝜀1
𝜀0
|𝑧|
)︁ 𝑞(𝑞−1)

2 −𝑝+𝑛

(︁
2 |𝑧| sin 𝜋

𝑞+1

)︁ 𝑞(𝑞−1)
2

≤ 𝐶

(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛−𝑝 , (1.1.8)

где

ln𝐶 :=
𝑞(𝑞 − 1)

2

(︂
ln 𝑞!𝜀1 − ln

(︂
2𝜀0 sin

𝜋

𝑞 + 1

)︂)︂
.

Значит, 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) — многочлен и deg 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) ≤ 𝑛 − 𝑝 при 𝑛 ≥ 𝑝. Если

𝑛 < 𝑝, то 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) — тождественный нуль. Далее

𝑔(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑛=0

𝑔(𝑛)(0)

𝑛!
𝑧𝑛 =

=
𝑚∑︁

𝑛=0

𝑔(𝑛)(0)

𝑛!

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑛,𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(︃
𝑚∑︁

𝑛=0

𝑔(𝑛)(0)

𝑛!
𝑔𝑛,𝑝(𝑧)

)︃
𝑧𝑝
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вытекает, что

𝑔𝑝(𝑧) =
𝑚∑︁

𝑛=0

𝑔(𝑛)(0)

𝑛!
𝑔𝑛,𝑝(𝑧),

то есть 𝑔𝑝(𝑧) — многочлен и deg 𝑔𝑝(𝑧) ≤ 𝑚−𝑝 при 𝑚 ≥ 𝑝. Если 𝑚 < 𝑝,

то 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) — тождественный нуль. Предложение доказано. �

В общем случае (например, 𝑧 — особая точка аналитического

накрытия (C, 𝜋,C)) коэффициенты 𝑔𝑝(𝑧) представления (1.1.3), в свою

очередь, представляются в виде определителя

𝛿𝑝(1, ..., 𝑔, ..., 𝑧
𝑞−1) :=

:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[𝑧0]𝑧
0 · · · [𝑧0]𝑔 · · · [𝑧0]𝑧

𝑞−1

[𝑧0𝑧1]𝑧
0 · · · [𝑧0𝑧1]𝑔 · · · [𝑧0𝑧1]𝑧

𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
[𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧

0 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑔 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[38, теорема 2.1], элементы которого допускают интегральные пред-

ставления вида (1.1.2) [17, Гл. 1, § 4].

4. Оператор симметризации. Пусть 𝐺 — открытое 𝜋-симмет-

ричное множество вC. Для любого 𝑧 ∈ 𝐺 символами 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 обозна-

чаем элементы 𝜋-слоя 𝜋−1 ∘𝜋(𝑧). Если 𝜋-слой 𝜋−1 ∘𝜋(𝑧) соответствует

критической точке 𝜆 = 𝜋(𝑧) аналитического накрытия (C, 𝜋,C), то от-

дельные элементы упорядочения 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1 совпадают (повторяются).

В этом случае порядок следования элементов упорядочения 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1

считаем произвольным.

Для любой функции 𝑔 ∈ 𝑂(𝐺) определим функцию sym 𝑔 по

правилу

sym 𝑔 : 𝑧 → 1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑧𝑗), (𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1) = 𝜋−1 ∘ 𝜋(𝑧).

Функция sym 𝑔 принадлежит 𝑂𝜋(𝐺), то есть является локально ана-

литической 𝜋-симметричной на 𝐺 [38, предложение 2.2]. Оператор

𝑂(𝐺)→ 𝑂𝜋(𝐺) | 𝑔 ↦→ sym 𝑔
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называется оператором 𝜋-симметризации. Образ sym 𝑔 называется

𝜋-симметризацией функции 𝑔. Легко убедиться, что оператор 𝜋-сим-

метризации sym : 𝑂(𝐺)→ 𝑂𝜋(𝐺) является линейным и непрерывным.

Если оператор sym действует по переменной 𝜆, то используем символ

sym𝜆.

Для произвольного целого 𝑛 ≥ 0 𝜋-симметризацию целой функ-

ции 𝑧 ↦→ 𝑧𝑛 обозначим символом 𝑠𝑛(𝑧). Целая 𝜋-симметричная функ-

ция 𝑠𝑛(𝑧) представляется в виде композиции 𝜎𝑛 ∘𝜋, где 𝜎 — многочлен

степени ≤ 𝑛
𝑞 [78, §2]. Значит, для любого 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} функция

𝑠𝑛(𝑧) является константой. Будем обозначать ее символом 𝑠𝑛. Легко

увидеть, например, что 𝑠0 = 1 и по теореме Виета

𝑠1 = −𝑐1 = −𝜋
(𝑞−1)(0)

(𝑞 − 1)!
.

Выберем произвольное открытое 𝜋-симметричное множество

𝐺 ⊆ C, произвольную функцию 𝑔 ∈ 𝑂(𝐺) и рассмотрим ее 𝜋-сим-

метричное представление (1.1.3). Следующее предложение раскрывает

связь оператора 𝜋-симметризации с 𝜋-симметричным представлением

локально аналитической функций 𝑔.

Предложение 1.1.2. Для любого 𝑧 ∈ 𝐺 имеет место пред-

ставление

sym 𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔𝑝(𝑧). (1.1.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть 𝑧 ∈ 𝐺 и 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1

— произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1 ∘ 𝜋(𝑧). Из 𝜋-симметричного

представления

𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧), 𝑔𝑝 ∈ 𝑂𝜋(𝐺)

и определения оператора 𝜋-симметризации

sym 𝑔(𝑧) :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑧𝑗)



20

вытекает, что

sym 𝑔(𝑧) :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑧𝑗) =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑗 𝑔𝑝(𝑧) =

=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(︃
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑝𝑗

)︃
𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(sym 𝑧𝑝) 𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔𝑝(𝑧).

Предложение доказано. �

Отметим еще одно свойство оператора симметризации.

Предложение 1.1.3. Если 𝑔 ∈ 𝑂(𝐺) и 𝑠 ∈ 𝑂𝜋(𝐺), то справед-

ливо соотношение

sym 𝑠𝑔 = 𝑠 sym 𝑔,

то есть 𝜋-симметричные функции можно выносить за знак опера-

тора 𝜋-симметризации.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть 𝑧 ∈ 𝐺 и 𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1

— произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1 ∘ 𝜋(𝑧). Тогда

sym 𝑠(𝑧)𝑔(𝑧) :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑠(𝑧𝑗)𝑔(𝑧𝑗).

Функция 𝑠 по предположению является 𝜋-симметричной на 𝐺, значит,

𝑠(𝑧𝑗) = 𝜎 ∘ 𝜋(𝑧𝑗) = 𝜎 ∘ 𝜋(𝑧) = 𝑠(𝑧). Следовательно,

sym 𝑠(𝑧)𝑔(𝑧) := 𝑠(𝑧)

(︃
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑔(𝑧𝑗)

)︃
= 𝑠(𝑧) sym 𝑔(𝑧).

Предложение доказано. �

Пусть 𝐷𝜁 — оператор частного дифференцирования 𝑂(𝐺×𝑈)→
𝑂(𝐺 × 𝑈) по параметру 𝜁 ∈ 𝑈 , где 𝑈 ⊆ C — открытое множество,

𝑂(𝐺×𝑈) — семейство всех локально аналитических функций на 𝐺×𝑈
(по совокупности переменных). В следующем предложении мы пока-

жем, что оператор 𝜋-симметризации sym (действующий по переменной

𝑧) коммутирует с оператором дифференцирования (действующим по

параметру 𝜁 ∈ 𝑈).
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Предложение 1.1.4. Если функция 𝑔(𝑧, 𝜁) принадлежит се-

мейству 𝑂(𝐺×𝑈), то для любых (𝑧, 𝜁) ∈ 𝐺×𝑈 имеет место соот-

ношение

(𝐷𝜁 ∘ sym) 𝑔(𝑧, 𝜁) = (sym ∘𝐷𝜁) 𝑔(𝑧, 𝜁).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑔(𝑧, 𝜁) ∈ 𝑂(𝐺× 𝑈) и 𝑔′(𝑧, 𝜁) :=

𝐷𝜁𝑔(𝑧, 𝜁) ∈ 𝑂(𝐺 × 𝑈). Зафиксируем произвольную точку 𝜁 ∈ 𝑈 и

воспользуемся симметричным представлением функции 𝑔(𝑧, 𝜁) (одной

комплексной переменной 𝑧) на множестве 𝐺:

𝑔(𝑧, 𝜁) = 𝑧0𝑔0(𝑧, 𝜁) + ...+ 𝑧𝑞−1𝑔𝑞−1(𝑧, 𝜁),

𝑔𝑝(𝑧, 𝜁) =
∆𝑝(1, ..., 𝑔(𝑧, 𝜁), ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. (1.1.10)

Это представление справедливо для любой обыкновенной точки из 𝐺.

В силу соотношения (1.1.9) имеем

sym 𝑔(𝑧, 𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔𝑝(𝑧, 𝜁).

Из этого представления и представления (1.1.10) вытекает, что функ-

ции (𝑧, 𝜁) ↦→ 𝑔𝑝(𝑧, 𝜁) и (𝑧, 𝜁) ↦→ sym 𝑔(𝑧, 𝜁) принадлежат пространству

𝑂(𝐺*×𝑈), где 𝐺* := 𝐺∩C*. Далее зафиксируем 𝑧 ∈ 𝐺* и рассмотрим
функцию 𝜁 ↦→ 𝑔𝑝(𝑧, 𝜁). Так как 𝑧 — обыкновенная точка аналитиче-

ского накрытия (C, 𝜋,C), то для всех 𝜁 ∈ 𝑈 выполняются равенства

𝐷𝜁𝑔𝑝(𝑧, 𝜁) =
∆𝑝(1, ..., 𝐷𝜁𝑔(𝑧, 𝜁), ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
=

=
∆𝑝(1, ..., 𝑔

′(𝑧, 𝜁), ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
= 𝑔′𝑝(𝑧, 𝜁),

где 𝑔′𝑝(𝑧, 𝜁) — коэффициенты 𝜋-симметричного представления

𝑔′(𝑧, 𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔′𝑝(𝑧, 𝜁), 𝑔′𝑝(𝑧, 𝜁) ∈ 𝑂𝜋(𝐺)
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функции 𝑧 ↦→ 𝑔′(𝑧, 𝜁). Значит, для всех 𝑧 ∈ 𝐺* и всех 𝜁 ∈ 𝑈 выполня-

ются равенства

(𝐷𝜁 ∘ sym) 𝑔(𝑧, 𝜁) = 𝐷𝜁

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔𝑝(𝑧, 𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔
′
𝑝(𝑧, 𝜁) =

= sym 𝑔′(𝑧, 𝜁) = (sym ∘𝐷𝜁) 𝑔(𝑧, 𝜁).

На особые точки 𝑧 ∈ 𝐺 это равенство переносится по непрерывности.

Предложение доказано. �

5. Дуальные операторы. Пусть 𝑂(Ω) — пространства голо-

морфных функций на односвязной области Ω ⊆ C с топологией равно-

мерной сходимости на компактах; 𝑂*(Ω) — сильное сопряженное про-

странство; 𝑃 (Ω) ⊆ 𝑂(C) — полный образ преобразования Лапласа

𝐿Ω : 𝑂*(Ω)→ 𝑂(C) | 𝑆 → 𝜙(𝜆) :=
⟨︀
𝑆, 𝑒𝜆𝑧

⟩︀
.

Взаимно однозначное отображение 𝐿Ω : 𝑂*(Ω) → 𝑃 (Ω) индуцирует в

𝑃 (Ω) отделимую локально выпуклую топологию. Эта топология до-

пускает простое описание в случае выпуклой области Ω, содержащей

начало. Пусть ℎΩ — опорная функция области Ω в смысле комплекс-

ного анализа. Тогда отделимое локально выпуклое пространство 𝑃 (Ω)

совпадает с индуктивным пределом 𝑃 [1, ℎΩ) [32].

Выберем еще одну односвязную область Ω0 в плоскости C и рас-

смотрим диаграмму

𝑂*(Ω0)
𝑢*
//

𝐿Ω0
��

𝑂*(Ω)

𝐿Ω
��

𝑃 (Ω0) 𝑣
// 𝑃 (Ω)

(*)←→
𝑂(Ω) 𝑢 //𝑂(Ω0)

𝑃 *(Ω)
𝑣*
//

𝐿*
Ω

OO

𝑃 *(Ω0)

𝐿*
Ω0

OO

в которой 𝑢 и 𝑣 — линейные непрерывные отображения; 𝑢* и 𝑣* — их

сопряженные отображения. Естественно предположить, что эта диа-

грамма коммутативна. В этом случае отображение 𝑣 (соотв. 𝑢) назы-

вается дуальным по отношению к прямому отображению 𝑢 (соотв.

𝑣). Дуальные отображения обозначаются символами 𝑢~ и 𝑣~ соответ-

ственно. Пусть 𝐿−1
Ω0

и (𝐿*Ω)−1 — обратные к отображениям 𝐿Ω0
и 𝐿*Ω.
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Легко убедиться в справедливости следующих соотношений

𝑢~ = 𝐿Ω ∘ 𝑢* ∘ 𝐿−1
Ω0
, 𝑣~ = 𝐿*Ω0

∘ 𝑣* ∘ (𝐿*Ω)−1 .

Эти соотношения могут рассматриваться как определения дуальных

операторов. Из этих пределений и свойств (𝑢*)* = 𝑢 и (𝑣*)* = 𝑣 сопря-

женных отображений вытекает, что(︀
𝑢~
)︀~

= 𝑢,
(︀
𝑣~
)︀~

= 𝑣.

Известно, что дуальный оператор 𝑝(𝐷)~ по отношению к дифферен-

циальному оператору 𝑝(𝐷) конечного порядка действует из 𝑃 (Ω) в

𝑃 (Ω) и совпадает с оператором умножения на многочлен 𝑝(𝑧). Отсю-

да следует, что (𝑝(𝐷)~)~ = 𝑝(𝐷), то есть дифференциальный оператор

𝑝(𝐷) : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω) совпадает с дуальным оператором по отношению

к оператору 𝑃 (Ω)→ 𝑃 (Ω) умножения на многочлен 𝑝(𝑧).

Дифференциальный оператор 𝑝(𝐷), определяемый полиномом

𝑝(𝑧), можно рассматривать и как оператор 𝑝Ω,Ω0
(𝐷) : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0),

где Ω0 — любая односвязная область, лежащая в Ω. В этом случае

оператор 𝑝Ω,Ω0
(𝐷) совпадает с композицией 𝜇Ω,Ω0

∘ 𝑝Ω(𝐷), где 𝜇Ω,Ω0

— оператор вложения 𝑂(Ω) ⊆ 𝑂(Ω0), а дуальный оператор 𝑝Ω,Ω0
(𝐷)~

совпадает с композицией 𝑣~Ω ∘𝜇
~
Ω,Ω0

, где 𝜇~Ω,Ω0
— дуальный оператор по

отношению к оператору 𝜇Ω,Ω0
. Легко увидеть, что дуальный оператор

𝜇~Ω,Ω0
совпадает с оператором вложения 𝑃 (Ω0) ⊆ 𝑃 (Ω) [72], значит, ду-

альный оператор 𝑝Ω,Ω0
(𝐷)~ действует из 𝑃 (Ω0) в 𝑃 (Ω) и совпадает с

оператором умножения на многочлен 𝑝(𝑧):

𝑣Ω,Ω0
: 𝜙(𝑧) ↦→ 𝑝(𝑧)𝜙(𝑧).

6. Дуальные подпространства и дуальные аннуляторы.

Пусть 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) и 𝑔 ∈ 𝑃 (Ω). Функционалы 𝑓 := (𝐿*Ω)−1(𝑓) ∈ 𝑃 *(Ω)

и 𝑔 := 𝐿−1
Ω (𝑔) ∈ 𝑂*(Ω) называются дуальными функционалами по

отношению к функциям 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) и 𝑔 ∈ 𝑃 (Ω) соответственно. Извест-

но, что произвольные функции 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) и 𝑔 ∈ 𝑃 (Ω) и их дуальные

функционалы 𝑓 ∈ 𝑃 *(Ω) и 𝑔 ∈ 𝑂*(Ω) связаны соотношением

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
⟨
𝑓, 𝑔
⟩
.
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Понятие дуального элемента тесно связано с понятием дуального

подпространства и с понятием дуального аннулятора. Пусть 𝑊 — за-

мкнутое подпространство 𝑂(Ω), 𝐼 — замкнутое подпространство 𝑃 (Ω),

𝑊 0 ⊆ 𝑂*(Ω) — аннулятор подпространства 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω), 𝐼0 ⊆ 𝑃 *(Ω) —

аннулятор подпространства 𝐼 ⊆ 𝑃 (Ω).

Замкнутые подпространства

̂︁𝑊 := (𝐿*Ω)−1 (𝑊 ) ⊆ 𝑃 *(Ω), ̂︀𝐼 := 𝐿−1
Ω (𝐼) ⊆ 𝑂*(Ω)

называются дуальными подпространствами, а замкнутые подпро-

странства

̂︁𝑊 0 := 𝐿Ω(𝑊 0) ⊆ 𝑃 (Ω), ̂︀𝐼0 := 𝐿*Ω(𝐼0) ⊆ 𝑂(Ω)

называются дуальными аннуляторами подпространств 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω) и

𝐼 ⊆ 𝑃 (Ω) соответственно. Здесь 𝑊 0 ⊆ 𝑂*(Ω) — аннулятор 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω),

а 𝐼0 ⊆ 𝑃 *(Ω) — аннулятор 𝐼 ⊆ 𝑃 (Ω). Аннуляторы
(︁̂︁𝑊)︁0

⊆ 𝑃 (Ω) и(︁̂︀𝐼)︁0

⊆ 𝑂(Ω) и дуальные аннуляторы̂︁𝑊 0 ⊆ 𝑃 (Ω) и ̂︀𝐼0 ⊆ 𝑂(Ω) связаны

следующими соотношениями:

̂︁𝑊 0 =
(︁̂︁𝑊)︁0

, ̂︀𝐼0 =
(︁̂︀𝐼)︁0

.

По свойствам биполяр из этих соотношений вытекают два принципа

двойственности:

𝑊 = 𝑉 0, 𝑉 = 𝑊 0;

𝑊 = ̂︀𝐼0, 𝐼 = ̂︁𝑊 0.

Эти принципы устанавливают взаимно однозначные соответствия

между совокупностью {𝑊} всех замкнутых подпространств в 𝑂(Ω),

совокупностью {𝑉 } всех замкнутых подпространств в 𝑂*(Ω) и сово-

купностью {𝐼} всех замкнутых подпространств в 𝑃 (Ω) [78].

1.2. Оператор 𝜋-сдвига

1. Порождающий непрерывный эндоморфизм целых

функций. Обозначим символом 𝐴 эндоморфизм пространства целых
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функций 𝑂(C)

𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧). (1.2.1)

Здесь 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) — многочлены; 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) — 𝜋-симметрич-

ные коэффициенты представления (1.1.3). Исследуем свойства эндо-

морфизма (1.2.1).

Предложение 1.2.1. Отображение 𝐴 является непрерывным

отображением из 𝑂(C) в 𝑂(C).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑔(𝑘)(𝑧) — произвольная по-

следовательность целых функций, сходящуюся к нулю в пространстве

𝑂(C);

𝑔(𝑘)(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔(𝑘)
𝑝 (𝑧), 𝑔(𝑘)

𝑝 ∈ 𝑂𝜋(C)

— симметричные представления этих функций. Если 𝑧 ∈ C и 𝑧𝑗 :=

𝜔𝑗(𝑧), 𝜔 — произвольный циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋),

то 𝜋-симметричные функции 𝑔(𝑘)
𝑝 (𝑧) представляются с помощью опре-

делителя вида (1.1.1)

𝛿𝑝(1, ..., 𝑔
(𝑘), ..., 𝑧𝑞−1) :=

:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[𝑧0]𝑧
0 · · · [𝑧0]𝑔

(𝑘) · · · [𝑧0]𝑧
𝑞−1

[𝑧0𝑧1]𝑧
0 · · · [𝑧0𝑧1]𝑔

(𝑘) · · · [𝑧0𝑧1]𝑧
𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
[𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧

0 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑔
(𝑘) · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧

𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Пусть 𝑑 — произвольный компакт в C. Достаточно показать, что эле-

менты 𝑝-го столбца определителя 𝛿𝑝(1, ..., 𝑔(𝑘), ..., 𝑧𝑞−1) стремятся к ну-

лю на компакте 𝑑. Прообраз 𝑑′ := 𝜋−1 ∘ 𝜋(𝑑) включает 𝑑 и является

𝜋-симметричным множеством в C. Пусть положительные 𝜀 и 𝑅 удо-

влетворяют условиям: 𝜀 < 𝑅 и max𝜁∈𝑑′ |𝜁| < 𝑅 − 𝜀. Если 𝑧 ∈ 𝑑, то

𝜋−1 ∘ 𝜋(𝑧) := {𝑧0, ..., 𝑧𝑞−1} ⊆ 𝑑′ и из интегрального представления

[𝑧0𝑧1...𝑧𝑗]𝑔
(𝑘) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝑘)(𝜁)𝑑𝜁

(𝜁 − 𝑧0)...(𝜁 − 𝑧𝑗)
, (𝑗, 𝑝) ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}2,
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следует оценка⃒⃒⃒
[𝑧0𝑧1...𝑧𝑗]𝑔

(𝑘)
⃒⃒⃒
≤

𝑅max𝜁∈𝐿
⃒⃒
𝑔(𝑘)(𝜁)

⃒⃒
min𝜁∈𝐿 |(𝜁 − 𝑧0)...(𝜁 − 𝑧𝑗)|

≤ 𝑅

𝜀𝑗+1
max
|𝜁|=𝑅

⃒⃒⃒
𝑔(𝑘)(𝜁)

⃒⃒⃒
,

где 𝐿 — граница круга |𝜁| ≤ 𝑅. Так как max|𝜁|=𝑅

⃒⃒
𝑔(𝑘)(𝜁)

⃒⃒
→ 0, то

max𝑧∈𝑑

⃒⃒⃒
𝑔

(𝑘)
𝑝 (𝑧)

⃒⃒⃒
→ 0 при 𝑘 →∞. Следовательно,

⃒⃒⃒
𝐴(𝑔(𝑘)(𝑧))

⃒⃒⃒
≤

𝑞−1∑︁
𝑝=0

|𝑎𝑝(𝑧)| |𝑔𝑝(𝑧)| → 0

равномерно по 𝑧 ∈ 𝑑. Значит, оператор 𝐴 при любом выборе поли-

номиальных коэффициентов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) ∈ C[𝑧] является непре-

рывным эндоморфизмом пространства 𝑂(C). Предложение доказано.

�

Предложение 1.2.2. Если для любого 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} сте-
пень 𝑞𝑝 := deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома 𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝, то для любо-

го 𝑛 ∈ Z+ образ 𝐴(𝑧𝑛) монома 𝑧𝑛 является многочленом, степени

deg𝐴(𝑧𝑛) ≤ 𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию степень deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома

𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝. К тому же по предложению 1.1.1 коэффициен-

ты 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) в 𝜋-симметричном представлении монома

𝑧𝑛 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑛,𝑝(𝑧), 𝑔𝑛,𝑝 ∈ 𝑂𝜋(C)

являются многочленами и deg 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) ≤ 𝑛−𝑝 для любого 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞−
1}. Значит, deg 𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑛,𝑝(𝑧) = deg 𝑎𝑝(𝑧) + deg 𝑔𝑛,𝑝(𝑧) ≤ 𝑛 для любого

𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. По определению оператора 𝐴 имеем

𝐴(𝑧𝑛) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑝,𝑛(𝑧).

Из этого представления вытекает, что образ 𝐴(𝑧𝑛) является многочле-

ном и

deg𝐴(𝑧𝑛) ≤ max
0≤𝑝≤𝑞−1

deg 𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑛,𝑝(𝑧) ≤ 𝑛.
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�

Предложение 1.2.3. Если для любого 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} сте-
пень 𝑞𝑝 := deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома 𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝, то при любом

𝜀 > 0 выполняется неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

(︂
|𝐴(𝑧𝑛)|
exp 𝜀 |𝑧|

)︂ 1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выполнение заявленного неравенства

означает выполнение следующего условия: для любых 𝜀 > 0 и 𝜀0 ∈
(0, 𝜀) найдутся натуральное 𝑁 и положительное 𝑅 такие, что для всех

𝑛 ≥ 𝑁 и 𝑧, удовлетворяющих неравенству |𝑧| ≥ 𝑅, будет выполняться

неравенство

|𝐴(𝑧𝑛)| ≤
(︂
𝑛

𝜀0𝑒

)︂𝑛

𝑒𝜀|𝑧|. (1.2.2)

Пусть 𝜀 > 0 и 0 < 𝜀0 < 𝜀1 < 𝜀. В силу (1.1.8) для всех 𝑛 ∈ Z+

вне множества C* ∩ {𝑧 : |𝑧| < 𝑅} выполняется неравенство

|𝑔𝑛,𝑝(𝑧)| ≤ 𝐶 ′
(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛−𝑝

(при достаточно больших 𝑅 > 0 и 𝐶 ′ > 0). Отсюда вытекает, что

|𝐴(𝑧𝑛)| ≤
𝑞−1∑︁
𝑝=0

|𝑎𝑝(𝑧)| |𝑔𝑝,𝑛(𝑧)| ≤ 𝐶 ′
(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛
𝑞−1∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑝(𝑧)

𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ 𝐶 ′
(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛
𝑞−1∑︁
𝑝=0

⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑝(𝑧)

𝑧𝑝

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶

(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛 ,

где

𝐶 := 2𝐶 ′
𝑞−1∑︁
𝑝=0

|𝑐𝑝| ,

𝑐𝑝 — старший коэффициент полинома 𝑎𝑝(𝑧). Так как

max
𝑟≥0

𝑟𝑛𝑒−𝜀1𝑟 =

(︂
𝑛

𝜀1

)︂𝑛

𝑒−𝜀1
𝑛
𝜀1 =

(︂
𝑛

𝜀1𝑒

)︂𝑛

,
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то для любого 𝑟 ≥ 0 справедливо неравенство

𝑟𝑛 ≤
(︂
𝑛

𝜀1𝑒

)︂𝑛

𝑒𝜀1𝑟,

из которого вытекает, что

|𝐴(𝑧𝑛)| ≤ 𝐶

(︂
𝜀1

𝜀0

)︂𝑛

|𝑧|𝑛 ≤ 𝐶

(︂
𝑛

𝜀0𝑒

)︂𝑛

𝑒𝜀1|𝑧|.

Так как 𝜀1 < 𝜀, то из последнего неравенства вытекает, что при доста-

точно большом 𝑅 > 0 для всех 𝑛 ∈ Z+ вне множестваC*∩{𝑧 : |𝑧| < 𝑅}
выполняется неравенство (1.2.2). По соображениям непрерывности

неравенство (1.2.2) будет выполняться для всех 𝑧, удовлетворяющих

условию |𝑧| ≥ 𝑅, и всех 𝑛 ∈ Z+. Предложение доказано. �

Предложение 1.2.4. Для любого 𝑧 ∈ C имеет место равен-

ство

𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴(𝑒ℎ𝑧) = 𝜋(𝑧)𝐴(𝑒ℎ𝑧),

где 𝐷ℎ : 𝑂(C) → 𝑂(C) — оператор частного дифференцирования по

переменной ℎ ∈ C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся симметричным пред-

ставлением показательной функции 𝑧 ↦→ 𝑒ℎ𝑧

𝑒ℎ𝑧 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑒ℎ𝑧𝑝 , 𝑒ℎ𝑧𝑝 ∈ 𝑂𝜋(C),

где ℎ фиксировано и лежит в C. Для обыкновенной точки 𝑧 аналити-

ческого накрытия (C, 𝜋,C) 𝜋-симметричный коэффициент 𝑒ℎ𝑧𝑝 пред-

ставляется в виде

𝑒ℎ𝑧𝑝 =
∆𝑝(1, ..., 𝑒

ℎ𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
,

∆𝑝(1, ..., 𝑒
ℎ𝑧, ..., 𝑧𝑞−1) ≤

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · 𝑒ℎ𝑧0 · · · 𝑧𝑞−1

0

· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · 𝑒ℎ𝑧𝑞−1 · · · 𝑧𝑞−1

𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,
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где 𝜔 — циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋) и 𝑧𝑗 = 𝜔𝑗(𝑧),

𝑗 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. По определению оператора 𝐴 имеем

𝐴(𝑒ℎ𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑒ℎ𝑧𝑝 .

Далее зафиксируем 𝑧 ∈ C и рассмотрим функцию ℎ ↦→ 𝑒ℎ𝑧𝑝 . Если 𝑧

— обыкновенная точка аналитического накрытия (C, 𝜋,C), то легко

убедиться, что

𝜋(𝐷ℎ)𝑒ℎ𝑧𝑝 =
∆𝑝(1, ..., 𝜋(𝐷ℎ)𝑒ℎ𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
=

=
∆𝑝(1, ..., 𝜋(𝑧)𝑒ℎ𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
= 𝜋(𝑧)𝑒ℎ𝑧𝑝

для всех ℎ ∈ C. Значит, в обыкновенных точках выполняются равен-

ства

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴) (𝑒ℎ𝑧) = 𝜋(𝐷ℎ)

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑒ℎ𝑧𝑝 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝜋(𝐷ℎ)𝑒ℎ𝑧𝑝 =

=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝜋(𝑧)𝑒ℎ𝑧𝑝 = 𝜋(𝑧)

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑒ℎ𝑧𝑝 = 𝜋(𝑧)𝐴(𝑒ℎ𝑧).

На критические слои равенство (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴) (𝑒ℎ𝑧) = 𝜋(𝑧)𝐴(𝑒ℎ𝑧) распро-

страняется по непрерывности и, значит, выполняется для всех 𝑧 ∈ C.

Предложение доказано. �

2. Определение оператора 𝜋-сдвига. Произвольный набор

многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) определяет линейный непрерывный опе-

ратор 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C), действующий по правилу (1.2.1). На-

ложим на многочлены 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) дополнительное условие: сте-

пень 𝑞𝑝 := deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома 𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝 для любого

𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. Непрерывный эндоморфизмом 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C), в

свою очередь, порождает оператор

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
(𝐷𝑛𝑓) (𝜁), (1.2.3)
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который при фиксированном ℎ может рассматриваться как линейный

дифференциальный оператор (с постоянными коэффициентами) бес-

конечного порядка. Оператор 𝐴𝑇ℎ, определенный по правилу (1.2.3),

называется оператором 𝜋-сдвига (на шаг ℎ).

Выберем две произвольные выпуклые области Ω0,Ω ⊆ C. Счи-

таем, что Ω0 + 𝑈𝜀′ ⊆ Ω, где 𝜀′ > 0 и 𝑈𝜀′ := {ℎ : |ℎ| < 𝜀′}. В силу

предложений 1.2.1 и 1.2.3 для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) ряд (1.2.3) сходится

равномерно по (𝜁, ℎ) на компактах из бицилиндра Ω0 × 𝑈𝜀′ (при про-

извольном выборе выпуклых областей Ω0, Ω ⊆ C, удовлетворяющих

условию Ω0+𝑈𝜀′ ⊆ Ω) [72]. Это означает, что образ 𝐴𝑇ℎ(𝑓) для всякого

𝑓 ∈ 𝑂(Ω) является аналитической функцией на бицилиндре Ω0×𝑈𝜀′ по

переменной (𝜁, ℎ). Это означает, что оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ действует

из 𝑂(Ω) в 𝑂(Ω0), где 𝑂(Ω) и 𝑂(Ω0) — пространства аналитических

функций на областях Ω и Ω0 соответственно.

3. Свойства оператора 𝜋-сдвига. Исследуем свойства опера-

тора 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0). Они тесно связаны со свойствами дуально-

го оператора 𝐴𝑇~ℎ . Так как оператор 𝐴𝑇ℎ действует из пространства

𝑂(Ω) в пространство𝑂(Ω0), то согласно аналитической дуальной схеме

дуальный оператор 𝐴𝑇~ℎ действует из пространства 𝑃 (Ω0) в простран-

ство 𝑃 (Ω).

Прежде всего вскроем строение дуального оператора. Справед-

ливо следующее предложение.

Предложение 1.2.5. Оператор 𝐴𝑇~ℎ : 𝑃 (Ω0) → 𝑃 (Ω), дуаль-

ный по отношению к оператору 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0), дей-

ствует на элементы 𝜙 ∈ 𝑃 (Ω0) по правилу

𝜙(𝜆)→ 𝜙(𝜆)𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предложению 1.2.1 линейный

оператор 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C), действующий по правилу (1.2.1), являет-

ся непрерывным эндоморфизмом пространства целых функций 𝑂(C).

Значит, справедливость доказываемого предложения вытекает из лем-

мы 1 статьи [72, раздел 5.1]. �
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Предложение 1.2.6. Характеристическая функция оператора

𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) совпадет с образом 𝐴(𝑒ℎ𝑧).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, для характеристической

функции

𝜆 ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛

оператора 𝐴𝑇ℎ при любых 𝜆 ∈ C и 𝜁 ∈ Ω0 выполняется очевидное

соотношение ∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛 =

𝐴𝑇ℎ(𝑒𝜆𝑧)(𝜁)

𝑒𝜆𝜁
.

При этом образ 𝐴(𝑒ℎ𝑧) является целой функцией. Значит,

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛,

𝐴𝑇ℎ(𝑒𝜆𝑧)(𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!

(︀
𝐷𝑛𝑒𝜆𝑧

)︀
(𝜁) =

∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛𝑒𝜆𝜁 =

= 𝑒𝜆𝜁
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛 = 𝑒𝜆𝜁𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆). (1.2.4)

Следовательно,

∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
𝜆𝑛 = 𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆).

Предложение доказано. �

В силу предложения 1.2.3 для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜀′) выполняется

неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

(︂
|𝐴(𝑧𝑛)|
exp 𝜀 |𝑧|

)︂ 1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
.

Отсюда и результатов статьи [72] следует справедливость следующего

предложения.

Предложение 1.2.7. Оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0)

является непрерывным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По предложению 1.2.5 дуальный опе-

ратор 𝐴𝑇~ℎ действует из пространства 𝑃 (Ω0) в пространство 𝑃 (Ω) по

правилу 𝜙(𝜆) → 𝜙(𝜆)𝐴(𝑒ℎ𝜆). Значит, по предложению 10 статьи [72]

дуальный оператор 𝐴𝑇~ℎ : 𝑃 (Ω0)→ 𝑃 (Ω) является непрерывным. От-

сюда следует непрерывность прямого оператора 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0).

Предложение доказано. �

Дифференциальный оператор 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) с постоянными ко-

эффициентами называется оператором 𝐴-сдвига, (на шаг ℎ), если он

непрерывен и его характеристическая функция совпадает с образом

𝐴(𝑒ℎ𝑧) [78].

Предложение 1.2.8. Оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0)

является оператором 𝐴-сдвига.

Для доказательства этого предложения достаточно сослаться на

предложения 1.1.4 и 1.1.1.

4. Представления оператора 𝜋-сдвига. Оператор 𝜋-сдвига

допускает разные представления. Рассмотрим одно такое альтерна-

тивное определению представление оператора 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→
𝑂(Ω0).

Предложение 1.2.9. Для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) имеет место ра-

венство

𝐴𝑇ℎ(𝑓(𝑧)) =
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑓) (𝜁), (1.2.5)

в котором ряд (1.2.5) сходится равномерно на компактах из бици-

линдра Ω0 × 𝑈𝜀′ по переменной (𝜁, ℎ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По предложению 1.2.8 оператор 𝜋-сдвига

является оператором 𝐴-сдвига. Значит, справедливость доказывемого

предложения вытекает из предложения 1.2.3 и предложения 12 статьи

[72]. �

В силу предложения 1.2.2 образ 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) является полиномом

степени ≤ 𝑛. Введем обозначения

𝑏𝑛(𝜁) = 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁), 𝑛 ∈ Z+.
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Тогда представление (1.2.5) принимает следующий вид

𝐴𝑇ℎ(𝑓)(𝜁) =
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑏𝑛(𝐷)(𝑓)(𝜁).

Воспользуемся 𝜋-симметричным представлением одночлена 𝑧𝑛

𝑧𝑛 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝(𝑧𝑛)𝑝.

В силу единственности этого представления

(𝑧𝑛)𝑝 =

{︃
1, если 𝑛 = 𝑝;

0, если 𝑛 ̸= 𝑝;

для всех 𝑛 и 𝑝 из {0, ..., 𝑞 − 1}. Следовательно, при 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}
имеем

𝑏𝑛(𝜁) := 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜁) = 𝑎𝑛(𝜁),

а при 𝑛 ∈ {𝑞, 𝑞 + 1, ...} имеем

𝑏𝑛(𝜁) := 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜁).

Значит, справедливо следующее предложение.

Предложение 1.2.10. Оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0)

допускает представление

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑏𝑛(𝐷)(𝑓)(𝜁), (1.2.6)

где 𝑏𝑛(𝜁) – полиномы из кольца C[𝜁] степени ≤ 𝑛, определяемые по

правилу

𝑏𝑛(𝜁) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎𝑛(𝜁), если 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},

𝑞−1∑︀
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜁), если 𝑛 ∈ {𝑞, 𝑞 + 1, ...}. (1.2.7)

Ряд (1.2.6) сходится равномерно на компактах из бицилиндра Ω0×𝑈𝜀′

по переменной (𝜁, ℎ) для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω).
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Из предложения 1.2.10 вытекает, что полиномы 𝑏𝑛(𝜁) ∈ C[𝜁],

𝑛 ∈ Z+, определяемые по правилу (1.2.7), однозначно определяют опе-

ратор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0). Эти полиномы являются харак-

теристическими многочленами дифференциальных операторов 𝑏𝑛(𝐷),

𝑛 ∈ Z+ соответственно. Первые 𝑞 из них

𝑏0(𝜁) := 𝑎0(𝜁), ..., 𝑏𝑞−1(𝜁) := 𝑎𝑞−1(𝜁)

называются характеристическими коэффициентами оператор 𝜋-

сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0). Остальные коэффициенты (полиномы)

𝑏𝑞(𝜁), 𝑏𝑞+1(𝜁), ...

выражаются через характеристические коэффициенты с помощью со-

отношения

𝑏𝑛(𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑏𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜁), 𝑛 ∈ {𝑞, 𝑞 + 1, ...}.

Если положить

𝑏𝑛(𝜁) = 𝑎𝑛(𝜁) =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜁
𝑗, 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},

где

𝑎𝑛,𝑗 :=
𝑎

(𝑗)
𝑛 (0)

𝑗!
=
𝑏

(𝑗)
𝑛 (0)

𝑗!
, 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}, 𝑗 ∈ {0, ..., 𝑛},

то получим квадратную матрицу

𝑎 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0,0 0 · · · 0

𝑎1,0 𝑎1,1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑞−1,0 𝑎𝑞−1,1 · · · 𝑎𝑞−1,𝑞−1

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

которая называется характеристической матрицей оператор 𝜋-сдви-

га 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0).
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5. Преемственность определения оператора 𝜋-сдвига. Ес-

ли Ω0,Ω — выпуклые области вC и Ω0+𝑈𝜀′ ⊆ Ω, то можно рассмотреть

классический оператор

𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) | 𝑓(𝑧)→ 𝑓(𝑧 + ℎ),

который принять называть оператором сдвига. Известны разные про-

цедуры обобщения этого оператора. Нас интерисуют лишь две такие

процедуры. Первая процедура изложена в работе [40] и лежит в основе

определения оператора типа свертки (𝜋-свертки по терминологии этой

статьи). Вторая процедура рассмотрена в работах [76, 60] и лежит в

основе определения оператора 𝑞-сторонней свертки. Остановимся на

первой из этих процедур (она является более общей).

Если 𝜋(𝑧) — произвольный многочлен степени 𝑞 и при этом

𝑎0(𝑧) := sym 𝑧0 ≡ 𝑠0, ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) := sym 𝑧𝑞−1 ≡ 𝑠𝑞−1, (1.2.8)

то в силу (1.1.9)

𝐴(𝑔(𝑧)) :=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝𝑔𝑝(𝑧) = sym 𝑔(𝑧).

При этом 𝐴(𝑧𝑛) = sym 𝑧𝑛 =: 𝑠𝑛(𝑧), значит, в силу (1.2.5)

𝐴𝑇ℎ(𝑓(𝑧)) =
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑓) (𝜁) =

=
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(sym 𝑧𝑛)(𝐷)𝑓) (𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝑠𝑛(𝐷)𝑓)(𝑧).

Значит, при выполнении условия (1.2.8) определенный нами оператор

𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ совпадает с оператором 𝜋-сдвига

𝐴𝑇ℎ : 𝑓 →
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑠𝑛(𝐷)𝑓,

который определен в работе [40]. Это означает, что наше определение

соблюдает прееиственность с более ранним и частным определением

этого оператора.
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Рассмотрим вторую процедуру обобщения оператора сдвига.

Предположим, что 𝜋(𝑧) = 𝑧𝑞 и

𝑎0(𝑧) = 𝑐0𝑧
0, ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) = 𝑐𝑞−1𝑧

𝑞−1, (1.2.9)

где 𝑐0, ..., 𝑐𝑞−1 ∈ C и |𝑐0|+ ...+ |𝑐𝑞−1| ≠ 0. В этом случае эндоморфизм

𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) имеет вид

𝐴 : 𝑔(𝑧)→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝𝑧
𝑝𝑔𝑝(𝑧).

С помощью коэффициентов 𝑐0, ..., 𝑐𝑞−1 ∈ C определим коэффициенты

𝑏0, ..., 𝑏𝑞−1 ∈ C по правилу

𝑏𝑘 :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀−𝑝𝑘𝑞 𝑐𝑝.

Здесь 𝜀𝑞 — комплексное число exp 2𝜋𝑖
𝑞 . Обозначим символомA матрицу

1

𝑞

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 · · · 1

1 𝜀−1
𝑞 · · · 𝜀

−(𝑞−1)
𝑞

· · · · · · · · · · · ·
1 𝜀

−(𝑞−1)
𝑞 · · · 𝜀−(𝑞−1)(𝑞−1)

𝑞

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
системы уравнений

𝑏𝑘 :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀−𝑝𝑘𝑞 𝑐𝑝, 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

Ее определитель легко выражается через определитель Вандермонда

и отличен от нуля. Значит, |𝑏0| + ... + |𝑏𝑞−1| ≠ 0, то есть не все коэф-

фициенты 𝑏0, ..., 𝑏𝑞−1 равны нулю. По известным свойствам чисела 𝜀𝑘𝑞
имеем

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀𝑚𝑝
𝑞 =

{︃
0, если 𝑚 ≡ 0(mod 𝑞),

𝑞, если 𝑚 ̸≡ 0(mod 𝑞).
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Опираясь на это соотношение, легко показать, что обратная матрица

A−1 к матрице A имеет вид⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 · · · 1

1 𝜀1
𝑞 · · · 𝜀𝑞−1

𝑞

· · · · · · · · · · · ·
1 𝜀𝑞−1

𝑞 · · · 𝜀(𝑞−1)(𝑞−1)
𝑞

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Это означает, что набор коэффициентов 𝑐0, ..., 𝑐𝑞−1 удовлетворяет си-

стеме уравнений

𝑐𝑝 =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜀𝑝𝑘𝑞 𝑏𝑘, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

Следовательно,

𝐴(𝑔(𝑧)) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝𝑧
𝑝𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(︃
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜀𝑝𝑘𝑞 𝑏𝑘

)︃
𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧) =

=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀𝑘𝑝𝑞 𝑧
𝑝𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑔(𝜀𝑘𝑞𝑧),

При этом

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(︁
𝑒𝜀

𝑘
𝑞ℎ𝑧
)︁(𝑛)

=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝜀
𝑘𝑛
𝑞 ℎ

𝑛𝑒𝜀
𝑘
𝑞ℎ𝑧,

значит,

𝑑𝑛 :=
𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝜀
𝑘𝑛
𝑞 ℎ

𝑛,

𝐴𝑇ℎ(𝑓(𝑧)) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑑𝑛 (𝐷𝑛𝑓) (𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝜀
𝑘𝑛
𝑞 ℎ

𝑛 (𝐷𝑛𝑓) (𝑧) =

=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

∞∑︁
𝑛=0

(𝐷𝑛𝑓) (𝑧)

𝑛!
𝜀𝑘𝑛𝑞 ℎ

𝑛 =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ).
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Следовательно, в рассматриваемом случае оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ :

𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) совпадает с оператором 𝑞-стороннего сдвига

𝐴𝑇ℎ(𝑓) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ),

исследованным в работах [76], [60].

1.3. Оператор 𝜋-свертки

1. Определение оператора 𝜋-свертки. Пусть 𝐴𝑇ℎ — фикси-

рованный оператор 𝜋-сдвига 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0), где Ω0,Ω ⊆ C — вы-

пуклые области, 𝜀′ > 0, 𝑈𝜀′ := {ℎ : |ℎ| < 𝜀′} и Ω0 + 𝑈𝜀′ ⊆ Ω. Выберем

произвольную аналитическую функцию 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) и произвольный ли-

нейный непрерывный функционал 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0). Функцию 𝜓(ℎ), опре-

деленную по правилу

ℎ→ ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ ,

называют 𝜋-сверткой функции 𝑓 и функционала 𝑆0. Зафиксируем

функционал 𝑆0 и положительное число 𝜀′. Линейный оператор 𝐴𝑀𝑆0
,

определенный по правилу

𝑓 ↦→ 𝜓(ℎ) := ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ , ℎ ∈ 𝑈𝜀′,

принято называть оператором 𝜋-свертки.

Если выполняется условие (1.2.8), то, как показано выше, опера-

тор 𝜋-сдвига имеет вид

𝐴𝑇ℎ(𝑓) =
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑠𝑛(𝐷)𝑓.

Это означает, что оператор 𝐴𝑀𝑆0
совпадает с оператором 𝜋-свертки

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑓 ↦→

⟨
𝑆0,

∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑠𝑛(𝐷)𝑓

⟩
,

введенном в статье [40].
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Если выполняется условие (1.2.9), то оператор 𝜋-сдвига имеет

вид

𝐴𝑇ℎ(𝑓) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ),

где 𝜀𝑞 := exp 2𝜋𝑖
𝑞 и не все коэффициенты 𝑏0, ..., 𝑏𝑞−1 ∈ C равны нулю.

Это означает, что оператор 𝐴𝑀𝑆0
совпадает с оператором 𝑞-сторонней

свертки

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑓 ↦→

⟨
𝑆0,

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ)

⟩
,

исследуемом, например, в работе [60].

2. Свойства оператора 𝜋-свертки. Исследуем основные свой-

ства оператора 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0
.

Предложение 1.3.1. Оператор 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0
действует

непрерывно из 𝑂(Ω) в 𝑂(𝑈𝜀′).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Легко убедиться, что по предложению

1.2.3 неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

(︂
|𝐴(𝑧𝑛)|
exp 𝜀 |𝑧|

)︂ 1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
.

выполняется для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜀′). Осталось сослаться на предло-

жения 13 статьи [72] и сделать вывод, что оператор 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0

действует непрерывно из пространства 𝑂(Ω) в пространство 𝑂(𝑈𝜀′).

Все доказано. �

В силу предложения 1.3.1 оператор 𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω)→ 𝑂(𝑈𝜀′) явля-

ется оператором 𝐴-свертки [78].

Предложение 1.3.2. Оператор 𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω) → 𝑂(𝑈𝜀′) пере-

становочен с дифференциальным оператором

𝜋(𝐷) := 𝐷𝑞 + 𝑐1𝐷
𝑞−1 + ...+ 𝑐𝑞−1𝐷 + 𝑐𝑞.
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Другими словами, для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) выполняется следующее со-

отношение

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑀𝑆0
) (𝑓) = (𝐴𝑀𝑆0

∘ 𝜋(𝐷)) (𝑓),

где оператор 𝜋(𝐷ℎ) действует (по переменной ℎ) в пространстве

𝑂(𝑈𝜀′), а оператор 𝜋(𝐷) действует (по переменной 𝑧) в простран-

ство 𝑂(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам достаточно показать, что

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)~ = (𝐴𝑇ℎ ∘ 𝜋(𝐷))~ . (1.3.1)

Действительно, из равенства дуальных операторов следует равенство

самих операторов, значит, для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) будем иметь

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ) (𝑓) = (𝐴𝑇ℎ ∘ 𝜋(𝐷)) (𝑓).

Следовательно, после действия функционалом 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0) получим

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑀𝑆0
) (𝑓) = 𝜋(𝐷ℎ) ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ =

= ⟨𝑆0, (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ) (𝑓)⟩ = ⟨𝑆0, (𝐴𝑇ℎ ∘ 𝜋(𝐷)) (𝑓)⟩ = 𝐴𝑀𝑆0
(𝜋(𝐷)𝑓).

Докажем выполнение соотношения (1.3.1).

Во-первых, при любом 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) функция 𝑔(𝜁, ℎ) := 𝜋(𝐷ℎ) ∘
𝐴𝑇ℎ(𝑓) является аналитической на бицилиндре Ω0 × 𝑈𝜀′. Значит, при

фиксированном ℎ ∈ 𝑈𝜀′ оператор 𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ действует из простран-
ства 𝑂(Ω) в пространство 𝑂(Ω0), а дуальный оператор (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)~

действует из пространства 𝑃 (Ω0) в пространство 𝑃 (Ω). При этом

сопряженный оператор (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)* действует из сильного сопря-

женного пространства 𝑂*(Ω0) в пространство 𝑂(Ω) следующим обра-

зом: функционалу 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0) он ставит в соответствие функционал

𝑆 ∈ 𝑂*(Ω), определенный по правилу ⟨𝑆, 𝑓⟩ = ⟨𝑆0, (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ) (𝑓)⟩.
Из определения дуального оператора вытекает, что оператор

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)~ = 𝐿Ω ∘ (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)* ∘ 𝐿−1
Ω0
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целой функции 𝜙0(𝜆) :=
⟨︀
𝑆0, 𝑒

𝜆𝜁
⟩︀
∈ 𝑃 (Ω0) ставит в соответствие целую

функцию 𝜙(𝜆) :=
⟨︀
𝑆, 𝑒𝜆𝑧

⟩︀
∈ 𝑃 (Ω), которая определяется следующим

образом 𝜙(𝜆) =
⟨︀
𝑆0, (𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ) (𝑒𝜆𝑧)

⟩︀
. В силу (1.2.4)

𝐴𝑇ℎ(𝑒𝜆𝑧)(𝜁) = 𝑒𝜆𝜁𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆),

значит, 𝜙(𝜆) =
⟨︀
𝑆0, 𝑒

𝜆𝜁
⟩︀

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴) (𝑒ℎ𝑧)(𝜆) и по предложению 1.2.4

𝜙(𝜆) = 𝜙0(𝜆)𝜋(𝜆)𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆). Следовательно, для любой целой функции

𝜙0 ∈ 𝑃 (Ω0) имеем

(𝜋(𝐷ℎ) ∘ 𝐴𝑇ℎ)~ (𝜙0) = 𝜙0𝜋𝐴(𝑒ℎ𝑧).

Во-вторых, из свойств сопряженных отображений вытекает, что

справедливо соотношение

(𝐴𝑇ℎ ∘ 𝜋(𝐷))~ = 𝜋(𝐷)~ ∘ (𝐴𝑇ℎ)~ ,

где дуальный оператор 𝜋(𝐷)~ : 𝑃 (Ω)→ 𝑃 (Ω) совпадает с оператором

умножения 𝜙(𝜆)→ 𝜋(𝜆)𝜙(𝜆), а дуальный оператор (𝐴𝑇ℎ)~ : 𝑃 (Ω0)→
𝑃 (Ω) совпадает с оператором 𝜙0(𝜆) → 𝜙0(𝜆)𝐴(𝑒ℎ𝑧) [72, лемма 5.1].

Значит, для любой целой функции 𝜙0 ∈ 𝑃 (Ω0) имеем

(𝐴𝑇ℎ ∘ 𝜋(𝐷))~ (𝜙0) = 𝜙0𝜋𝐴(𝑒ℎ𝑧).

Следовательно, соотношение (1.3.1) выполняется. Предложение дока-

зано. �

Подпространство 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω) договоримся называть 𝜋(𝐷)-инва-

риантным, если справедлива импликация

𝑓 ∈ 𝑊 ⇒ 𝜋(𝐷)𝑓 ∈ 𝑊,

то есть оно инвариантно относительно сужения дифференциального

оператора 𝜋(𝐷) на пространство 𝑂(Ω).

Предложение 1.3.3. Ядро 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) оператора 𝜋-свертки

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω) → 𝑂(𝑈𝜀′) является замкнутым 𝜋(𝐷)-инвариантным

подпространством в 𝑂(Ω).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Ядро 𝑊𝑆0
оператора 𝜋-свертки

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω) → 𝑂(𝑈𝜀′) является замкнутым подпространством в про-

странстве 𝑂(Ω), так как по предложению 1.3.1 этот оператор является

непрерывным. Убедимся, что подпространство 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) является

𝜋(𝐷)-инвариантным. Пусть 𝑓 ∈ 𝑊𝑆0
, то есть 𝐴𝑀𝑆0

(𝑓) = 0. Значит, в

силу предложения 1.3.2

0 = 𝜋(𝐷ℎ)𝐴𝑀𝑆0
(𝑓) = 𝐴𝑀𝑆0

(𝜋(𝐷)𝑓),

следовательно, 𝜋(𝐷)𝑓 ∈ 𝑊𝑆0
. Предложение доказано. �

1.4. Однородное уравнение 𝜋-свертки. По-

становка задач

1. Однородное уравнение 𝜋-свертки. Пусть 𝐴 : 𝑂(C) →
𝑂(C) — линейный оператор, действующий в пространстве целых

функций по правилу

𝐴(𝑔(𝑧)) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑝(𝑧),

где 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) — многочлены, 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) — 𝜋-симметрич-

ные коэффициенты представления (1.1.3). Считаем, что степень 𝑞𝑝 :=

deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома 𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝 для любого 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞−1}.
Предположим, что Ω0,Ω — выпуклые области в комплексной плоско-

сти, удовлетворяющие условию Ω0 + 𝑈𝜀′ ⊆ Ω , где 𝜀′ > 0, 𝑈𝜀′ := {ℎ :

|ℎ| < 𝜀′}. По предложению 1.2.1 оператор 𝐴 является непрерывным эн-

доморфизмом пространства целых функций 𝑂(C). Этот эндоморфизм

порождает оператор 𝜋-сдвига

𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) | 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
(𝐷𝑛𝑓) (𝜁)

на шаг ℎ ∈ 𝑈𝜀′. По предложению 1.2.7 этот оператор действует непре-

рывно из 𝑂(Ω) в 𝑂(Ω0). Оператор 𝜋-сдвига , в свою очередь, по пред-
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ложению 13 из статьи [72] порождает оператор

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω)→ 𝑂(𝑈𝜀′) | 𝑓 ↦→ ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ ,

𝐴-свертки. Здесь 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0) — фиксированный аналитический функ-

ционал. Однородное уравнение

𝐴𝑀𝑆0
(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω), (1.4.1)

называется однородным уравнением 𝜋-свертки. По предложению 1.3.3

множество решений 𝑓 ∈ 𝑂(Ω) однородного уравнения 𝜋-свертки явля-

ется замкнутым 𝜋(𝐷)-инвариантным подпространством в 𝑂(Ω), так

как совпадает с ядром 𝑊𝑆0
оператора 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0

: 𝑂(Ω) →
𝑂(𝑈𝜀′). Функция 𝜙0(𝜆) :=

⟨︀
𝑆0, 𝑒

𝜆𝑧
⟩︀
является целой и называется ха-

рактеристической функцией уравнения (1.4.1).

2. Задача экспоненциального анализа. Экспоненциальными

полиномами называются целые функции вида

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑘𝑧, 𝑝𝑘(𝑧) ∈ C[𝑧], 𝜆𝑘 ∈ C.

Экспоненциальные полиномы, удовлетворяющие уравнению (1.4.1),

называют элементарными решениями этого уравнения. Докажем сле-

дующее предложение.

Предложение 1.4.1. Если характеристическая функция 𝜙0(𝜆)

уравнения (1.4.1) имеет в точе 𝜆0 ∈ C нуль кратности 𝑛, то экспо-

ненциальные одночлены

𝑒𝜆0𝑧, 𝑧𝑒𝜆0𝑧, ..., 𝑧𝑛−1𝑒𝜆0𝑧

являются элементарными решениями этого уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (1.2.4) 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝜆𝑧)(𝜁) = 𝑒𝜆𝜁𝜓ℎ(𝜆),

где 𝜓ℎ(𝜆) := 𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝜆). По предложению 1.2.7 оператор 𝜋-сдвига

𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0) является непрерывным, значит, 𝐴𝑇ℎ
(︁
𝐷𝑗

𝜆𝑒
𝜆𝑧
)︁

=
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𝐷𝑗
𝜆𝐴𝑇ℎ(𝑒𝜆𝑧) для любого целого 𝑗 ≥ 0, где 𝐷𝑗

𝜆 — оператор кратного

дифференцирования по переменной 𝜆. Следовательно,

𝐴𝑇ℎ(𝑧𝑗𝑒𝜆𝑧) = 𝐴𝑇ℎ

(︁
𝐷𝑗

𝜆𝑒
𝜆𝑧
)︁

=

= 𝐷𝑗
𝜆

(︀
𝑒𝜆𝜁𝜓ℎ(𝜆)

)︀
=

𝑗∑︁
𝑖=0

(︀
𝑗
𝑖

)︀
𝜁 𝑖𝑒𝜆𝜁𝜓

(𝑗−𝑖)
ℎ (𝜆).

При этом в силу непрерывности функционала 𝑆0⟨︀
𝑆0, 𝜁

𝑗𝑒𝜆𝜁
⟩︀

=
⟨
𝑆0, 𝐷

𝑗
𝜆𝑒

𝜆𝜁
⟩

= 𝐷𝑗
𝜆

⟨︀
𝑆0, 𝑒

𝜆𝜁
⟩︀

= 𝜙
(𝑗)
0 (𝜆).

Значит,

𝐴𝑀𝑆0
(𝑧𝑗𝑒𝜆𝑧) =

⟨︀
𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑧𝑗𝑒𝜆𝑧)

⟩︀
=

⟨
𝑆0,

𝑗∑︁
𝑖=0

(︀
𝑗
𝑖

)︀
𝜁 𝑖𝑒𝜆𝜁𝜓

(𝑗−𝑖)
ℎ (𝜆)

⟩
=

=

𝑗∑︁
𝑖=0

(︀
𝑗
𝑖

)︀ ⟨︀
𝑆0, 𝜁

𝑖𝑒𝜆𝜁
⟩︀
𝜓

(𝑗−𝑖)
ℎ (𝜆) =

𝑗∑︁
𝑖=0

(︀
𝑗
𝑖

)︀
𝜙

(𝑖)
0 (𝜆)𝜓

(𝑗−𝑖)
ℎ (𝜆).

Отсюда следует, что

𝐴𝑀𝑆0
(𝑧𝑗𝑒𝜆𝑧) = 𝐷𝑗 (𝜙0𝜓ℎ) (𝜆). (1.4.2)

Значит, для любого 𝑗 ∈ {0, 1, ..., 𝑛 − 1} имеем 𝐴𝑀𝑆0
(𝑧𝑗𝑒𝜆0𝑧) = 0.

Предложение доказано. �

Доказанное предложение дает возможность сделать вывод, что

подпространство элементарных решений однородного уравнения 𝜋-

свертки не является пустым.

Задача экспоненциального анализа: дать описание всего семей-

ства элементарных решений однородного уравнения (1.4.1).

Решение задачи экспоненциального анализа связано с решени-

ем задачи спектрального анализа для дифференциального операто-

ра 𝜋(𝐷). Последняя задача исследовалась ранее. Известны конкрет-

ные методы описания семейства корневых элементов дифференциаль-

ного оператора 𝜋(𝐷) конечного порядка, содержащихся в фиксиро-

ванном инвариантном относительно оператора 𝜋(𝐷) подпространстве

𝑊 ⊆ 𝑂(Ω).
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3. Задача экспоненциального синтеза. В ряде случаев для

однородного уравнения 𝜋-свертки оказывается справедливой аппрок-

симационная теорема, утвеждающая, что всякое решение 𝑓 ∈ 𝑂(Ω)

этого уравнения можно аппроксимировать в топологии пространства

𝑂(Ω) элементарными решениями этого уравнения. Рассмотрим два ос-

новных примера.

Первый пример. Пусть 𝜋(𝑧) — произвольный многочлен степени

𝑞. Определим коэффициенты однородного уравнения 𝜋-свертки следу-

ющим образом:

𝑎0(𝑧) := sym 𝑧0 ≡ 𝑠0, ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) := sym 𝑧𝑞−1 ≡ 𝑠𝑞−1,

то, как показано выше, оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω)→ 𝑂(Ω0) совпа-

дает с оператором

𝑓 ↦→
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑠𝑛(𝐷)𝑓,

определенным в статье [40]. В этой статье показано, что для однород-

ного уравнения типа свертки⟨
𝑆0,

∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝑠𝑛(𝐷)𝑓

⟩
= 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω)

при любом выборе линейного непрерывного функционала 𝑆0 на про-

странстве 𝑂(Ω0) аппроксимационная теорема справедлива.

Второй пример. Предположим, что 𝜋(𝑧) = 𝑧𝑞. Если

𝑎0(𝑧) = 𝑐0𝑧
0, ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) = 𝑐𝑞−1𝑧

𝑞−1

и не все коэффициенты 𝑐0, ..., 𝑐𝑞−1 равны нулю, то, как показано выше,

оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0) совпадает с оператором 𝑞-

стороннего сдвига

𝑓 ↦→
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ),

где коэффициенты 𝑏0, ..., 𝑏𝑞−1 ∈ C определяются по правилу

𝑏𝑘 :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀−𝑝𝑘𝑞 𝑐𝑝, 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},
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𝜀𝑞 := exp 2𝜋𝑖
𝑞 . В статье [63] решена задача экспоненционального синтеза

для однородного уравнения 𝑞-сторонней свертки. В ней показано, что

при условии периодичности индикатор оператора 𝑞-стороннего сдвига

аппроксимационная теорема справедлива.

Задача экспоненциального синтеза: описать условия, обеспечи-

вающие справедливость аппроксимационной теоремы для однородного

уравнения 𝜋-свертки.

В силу предложения 1.3.3 пространство 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) решений

однородного уравнения 𝜋-свертки является замкнутым инвариантным

подпространством в пространстве аналитических функций 𝑂(Ω). Зна-

чит, при решении задачи экспоненциального синтеза мы можем пойти

традиционным путем и перейти к к задаче спектрального синтеза для

дифференциального оператора 𝜋(𝐷). Естественно начать с решения

задачи спектрального анализа. Эта задача связана с описанием семей-

ства экспоненциальных полиномов, лежащих в инвариантном подпро-

странстве 𝑊𝑆0
.



Глава 2.

Экспоненциальный

анализ

2.1. Элементарные экспоненциальные по-

линомы

Произвольный экспоненциальный полином 𝑒(𝑧) допускает пред-

ставление в виде

𝑒(𝑧) :=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑗,𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧,

где 𝜆1, ..., 𝜆𝑚 — попарно различные комплексные числа; 𝜆𝑗,0, ..., 𝜆𝑗,𝑞−1

— произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1 ∘ 𝜋(𝜆𝑗); 𝑝𝑗,𝑘(𝑧) — многочле-

ны. Если 𝜆𝑗 — критическая точка аналитического накрытия (C, 𝜋,C),

то упорядочение 𝜆𝑗,0, ..., 𝜆𝑗,𝑞−1 включает повторы — кратные элемен-

ты. Можно считать, что 𝑝𝑗,𝑖(𝑧) ≡ 𝑝𝑗,𝑘(𝑧), если 𝜆𝑗,𝑖 = 𝜆𝑗,𝑘. Выберем

произвольное 𝜋(𝐷)-инвариантное подпространство 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω). Будем

считать, что 𝑒(𝑧) ∈ 𝑊 . Далее мы будем опираться на некоторые общие

свойства экспоненциальных полиномов, лежащих в 𝑊 .

Например, условие принадлежности экспоненциального полино-

ма 𝑒(𝑧) инвариантному подпространству𝑊 ⊆ 𝑂(Ω) дает возможность

представления этого полинома как линейной комбинации экспоненци-

47
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альных полиномов из 𝑊 более простого вида

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑘𝑧, (2.1.1)

где 𝜆 ∈ C; 𝜆0, ..., 𝜆𝑞−1 — упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1∘𝜋(𝜆); 𝑝𝑘(𝑧) — много-

члены. Экспоненциальные полиномы вида (2.1.1) называются элемен-

тарными экспоненциальными полиномами.

Предложение 2.1.1. Линейная оболочка семейства экспонен-

циальных полиномов из 𝜋(𝐷)-инвариантного подпространства 𝑊 ⊆
𝑂(Ω) вида (2.1.1) исчерпывает совокупность всех экспоненциальных

полином из этого подпространства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подействуем на экспоненциальный поли-

ном 𝑒(𝑧) ∈ 𝑊 оператором 𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆), где 𝜆 ∈ C. В силу обобщенной

формулы Лейбница [41, предложение 3.1]

𝜋(𝐷)
(︀
𝑝𝑗,𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧

)︀
=

𝑞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑖)
𝑗,𝑘(𝑧)

𝑖!
𝜋(𝑖)(𝐷)𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧 =

=

𝑞∑︁
𝑖=0

𝑝
(𝑖)
𝑗,𝑘(𝑧)

𝑖!
𝜋(𝑖)(𝜆𝑗,𝑘)𝑒

𝜆𝑗,𝑘𝑧.

Значит,

(𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆))𝑒(𝑧) =

=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑞∑︁

𝑖=0

𝑝
(𝑖)
𝑗,𝑘(𝑧)

𝑖!
𝜋(𝑖)(𝜆𝑗,𝑘)− 𝜋(𝜆)𝑝𝑗,𝑘(𝑧)

)︃
𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧 =

=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑟𝑗,𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧.

Легко увидеть, что полиномы 𝑟𝑗,𝑘(𝑧) обладают следующими свойства-

ми:

1) если 𝜋(𝜆) = 𝜋(𝜆𝑗,𝑘), то deg 𝑟𝑗,𝑘(𝑧) < deg 𝑝𝑗,𝑘(𝑧);
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2) если 𝜋(𝜆) ̸= 𝜋(𝜆𝑗,𝑘), то deg 𝑟𝑗,𝑘(𝑧) = deg 𝑝𝑗,𝑘(𝑧) и старший коэф-

фициент полинома 𝑟𝑗,𝑘(𝑧) совпадает со старшим коэффициентом по-

линома 𝑝𝑗,𝑘(𝑧), умноженным на число 𝜋(𝜆𝑗,𝑘)− 𝜋(𝜆).

Подействуем на экспоненциальный полином 𝑒(𝑧) ∈ 𝑊 операто-

ром

(𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆2))
𝑛1+1...(𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆𝑚))𝑛1+1,

где 𝑛1 — наибольшая из степеней полиномов 𝑝𝑗,𝑘(𝑧), (𝑗, 𝑘) ∈ {2, ...,𝑚}×
{0, ..., 𝑞 − 1}. В силу утверждений 1) и 2) экспоненциальный полином

𝑒1(𝑧) := (𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆2))
𝑛1+1...(𝜋(𝐷)− 𝜋(𝜆𝑚))𝑛1+1𝑒(𝑧)

будет иметь вид

𝑒1(𝑧) :=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘(𝑧)𝑒𝜆1,𝑘𝑧.

При этом старший коэффициент полинома 𝑝𝑘(𝑧) совпадает со старшим

коэффициентом полинома 𝑝1,𝑘(𝑧), умноженным на комплексное число

𝑐1 := (𝜋(𝜆1,𝑘)− 𝜋(𝜆2))
𝑛1+1...(𝜋(𝜆1,𝑘)− 𝜋(𝜆𝑚))𝑛1+1 ̸= 0.

Значит, экспоненциальный полином 𝑒(𝑧)− 𝑐1𝑒1(𝑧) имеет вид

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑟𝑗,𝑘(𝑧)𝑒𝜆𝑗,𝑘𝑧,

где 𝑟𝑗,𝑘(𝑧) — полиномы. При этом степень полинома 𝑟𝑗,𝑘 не превосходит

степени полинома 𝑝𝑗,𝑘 при любом (𝑗, 𝑘) ∈ {2, ...,𝑚} × {0, ..., 𝑞 − 1} и
степень полинома 𝑟1,𝑘 меньше степени полинома 𝑝1,𝑘 для любого 𝑘 ∈
{0, ..., 𝑞 − 1}. Осталось применить эту процедуру к полиному 𝑒(𝑧) −
𝑐1𝑒1(𝑧) и т.д. После 𝑚 шагов будем иметь

𝑒(𝑧) =
𝑚∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛𝑒𝑛(𝑧).

Предложение доказано. �
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Пусть 𝑈𝜆 — открытая 𝜋-симметричная окрестность 𝜋-слоя 𝜋−1 ∘
𝜋(𝜆), 𝑂(𝑈𝜆) — пространство локально аналитических функций на от-

крытом множестве 𝑈𝜆, 𝑂𝜋(𝑈𝜆) — пространство локально аналитиче-

ских 𝜋-симметричных функций на открытом множестве 𝑈𝜆. Элемен-

тарные экспоненциальные полиномы допускают простое описание в

терминах локально аналитических функций 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆).

Справедливо следующее предложение.

Предложение 2.1.2. Любой элементарный экспоненциальный

полином (ассоциированный с 𝜋-слоем 𝜋−1 ∘𝜋(𝜆)) из 𝜋(𝐷)-инвариант-

ного подпространства 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω) допускает представление в виде

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

, (2.1.2)

где 𝑚 ∈ Z+, 𝜆 ∈ C, 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆), sym𝜁 : 𝑂(𝑈𝜆)→ 𝑂𝜋(𝑈𝜆) — оператор

𝜋-симметризации.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функцию 𝜁 ↦→ 𝑒𝜁𝑧 можно рассматри-

вать как элемент пространства 𝑂(𝑈𝜆). В этом случае справедливо 𝜋-

симметричное представление

𝑒𝜁𝑧 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜁𝑝
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔), 𝜔 = 𝜋(𝜁),

где
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔) ∈ 𝑂𝜋(𝑈𝜆). В силу предложения 1.1.3

sym𝜁

(︀
𝜁𝑘𝑒𝜁𝑧

)︀
=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝+𝑘(𝜔)
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔), 𝜔 = 𝜋(𝜁),

где

𝑠𝑛(𝜔) := sym𝜁 (𝜁𝑛) , 𝑛 ∈ N.

Тогда для любой функции 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆) имеем

sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀
= sym𝜁

(︃
𝑔(𝜁)

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜁𝑝
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔)

)︃
=
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=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

sym𝜁 (𝜁𝑝𝑔(𝜁))
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜙𝑝(𝜔)
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔), (2.1.3)

где 𝜙0(𝜔), ..., 𝜙𝑞−1(𝜔) ∈ 𝑂𝜋(𝑈𝜆).

С другой стороны, для любого семейства 𝜋-симметричных функ-

ций 𝜙0(𝜔), ..., 𝜙𝑞−1(𝜔) ∈ 𝑂𝜋(𝑈𝜆) положим

𝜓𝑘(𝜔) =
∆𝑘(𝜙0(𝜔), ..., 𝜙𝑞−1(𝜔))

∆(𝜔)
, 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},

где ∆(𝜔) — определитель⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠0(𝜔) · · · 𝑠𝑘(𝜔) · · · 𝑠𝑞−1(𝜔)

𝑠1(𝜔) · · · 𝑠𝑘+1(𝜔) · · · 𝑠𝑞(𝜔)

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑠𝑞−1(𝜔) · · · 𝑠𝑘+𝑞−1(𝜔) · · · 𝑠2𝑞−2(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

а ∆𝑘(𝜙0(𝜔), ..., 𝜙𝑞−1(𝜔)) — определитель⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑠0(𝜔) · · · 𝜙0(𝜔) · · · 𝑠𝑞−1(𝜔)

𝑠1(𝜔) · · · 𝜙1(𝜔) · · · 𝑠𝑞(𝜔)

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑠𝑞−1(𝜔) · · · 𝜙𝑞−1(𝜔) · · · 𝑠2𝑞−2(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Предположим, что 𝜋-слой 𝜋−1(𝜔) является простым. Пусть 𝜁0, ..., 𝜁𝑞−1

— произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜔). Тогда

𝑠𝑛(𝜔) := sym𝜁 (𝜁𝑛) =
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑛𝑘 , 𝑛 ∈ N.

Следовательно,

𝑞𝑞∆(𝜔) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

0
𝑘

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

1
𝑘 · · ·

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

𝑞−1
𝑘∑︀𝑞−1

𝑘=0 𝜁
1
𝑘

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

2
𝑘 · · ·

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

𝑞
𝑘

· · · · · · · · · · · ·∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

𝑞−1
𝑘

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

𝑞
𝑘 · · ·

∑︀𝑞−1
𝑘=0 𝜁

2𝑞−2
𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜁0

0 𝜁0
1 · · · 𝜁0

𝑞−1

𝜁1
0 𝜁1

1 · · · 𝜁1
𝑞−1

· · · · · · · · · · · ·
𝜁𝑞−1

0 𝜁𝑞−1
1 · · · 𝜁𝑞−1

𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒×
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜁0

0 𝜁1
0 · · · 𝜁𝑞−1

0

𝜁0
1 𝜁1

1 · · · 𝜁𝑞−1
1

· · · · · · · · · · · ·
𝜁0
𝑞−1 𝜁1

𝑞−1 · · · 𝜁
𝑞−1
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.
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Это означает, что функции 𝜓𝑘(𝜔) принадлежат 𝑂𝜋(𝑈𝜆) и

𝜙𝑝(𝜔) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝜔)𝑠𝑝+𝑘(𝜔), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

Положим

𝑔(𝜁) :=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑘𝜓𝑘(𝜔), 𝜔 = 𝜋(𝜁).

Тогда

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜙𝑝(𝜔)
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(︃
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝜔)𝑠𝑝+𝑘(𝜔)

)︃(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔) =

=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝜔)

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑠𝑝+𝑘(𝜔)
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝜔) sym𝜁

(︀
𝜁𝑘𝑒𝜁𝑧

)︀
=

= sym𝜁

(︃
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑘𝜓𝑘(𝜔)𝑒𝜁𝑧

)︃
= sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀
. (2.1.4)

Из (2.1.3) и (2.1.4) и предложения 4.2 из статьи [38] вытекает

справедливость доказываемого предложения. �

Из предложений 2.1.1 и 2.1.2 следует, что всякий экспоненци-

альный полином 𝑒(𝑧) из инвариантного подпространства 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω)

является выражается как линейная комбинация экспоненциальных по-

линомов вида (2.1.2) из 𝑊 . Докажем еще одно важное свойство эле-

ментарных экспоненциальных полиномов.

Предложение 2.1.3. Элементарный экспоненциальный поли-

ном
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

принадлежит 𝜋(𝐷)-инвариантному подпространству 𝑊 ⊆ 𝑂(Ω)

тогда и только тогда, когда элементарные экспоненциальные поли-

номы
𝜕𝑘

𝜕𝜔𝑘
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

, 𝑘 ∈ {0, ...,𝑚}

принадлежат 𝑊 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В подразделе 4.2 статьи [38, свойство

4] показано, что сформулированное свойство выполняется для экспо-

ненциальных полиномов из 𝑊 вида

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜙𝑝(𝜔)
(︀
𝑒𝜁𝑧
)︀
𝑝

(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,

где 𝜙0(𝜔), ..., 𝜙𝑞−1(𝜔) — 𝜋-симметричные функции из 𝑂𝜋(𝑈𝜆). В силу

предложения 2.1.2 оно выполняется и для экспоненциальных полино-

мов из 𝑊 вида (2.1.2). Предложение доказано. �

2.2. Критерий элементарного решения од-

нородного уравнения 𝜋-свертки

Выберем произвольный элементарный экспоненциальный поли-

ном

𝑒𝑚(𝑧) :=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,

где 𝜁 ∈ C, {𝜁0, ..., 𝜁𝑞−1} — произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1∘𝜋(𝜁).

Подействуем на него оператором 𝑛-кратного дифференцирования 𝐷𝑛

(по переменной 𝑧). Получаем

𝐷𝑛𝑒𝑚(𝑧) = 𝐷𝑛 𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑔(𝜁𝑘)𝐷
𝑛 exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑛𝑘 𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

.
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Значит,

𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑒𝑚(𝑧) =

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝐴(𝑧𝑛)(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,

где 𝐴(𝑧𝑛) — 𝐴-образ одночлена 𝑧𝑛.

Воспользуемся 𝜋-симметричным представлением одночлена 𝑧𝑛

𝑧𝑛 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝(𝑧𝑛)𝑝.

Из единственности этого представления вытекает, что

(𝑧𝑛)𝑝 =

{︃
1, если 𝑛 = 𝑝;

0, если 𝑛 ̸= 𝑝;

для всех 𝑛 и 𝑝 из {0, ..., 𝑞 − 1}. Следовательно, при 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}

𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜁) = 𝑎𝑛(𝜁),

𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞−1}. Введем обозначение 𝑎𝑛(𝜁) := 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) для 𝑛 ∈ {𝑞, 𝑞+

1, ...}. Тогда равенство

𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) = 𝑎𝑛(𝜁)

будет выполняться для любого 𝑛 ∈ Z+. Отсюда вытекает, что для

любого 𝑛 ∈ Z+

𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑒𝑚(𝑧) =

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

.

Далее подействуем на элементарный экспоненциальный полином

𝑒𝑚(𝑧) оператором 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0) на шаг ℎ ∈ 𝑈𝜀′. По

предложению 1.2.9 оператор 𝐴𝑇ℎ допускает представление

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧)→
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑓) (𝜁),
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в котором ряд сходится равномерно на компактах из бицилиндра Ω0×
𝑈𝜀′ по (𝜁, ℎ) для любого 𝑓 ∈ 𝑂(Ω). Значит,

𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑚(𝑧)) =
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
(𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)𝑒𝑚(𝑧)) (𝜁) =

=
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘) exp{𝜁𝑘𝑧}

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

.

Затем выберем произвольный функционал 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0) и подействуем

этим функционалом на функцию 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑚(𝑧)). Получим

⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑚(𝑧))⟩ =

=
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

(︃
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘)𝜙0(𝜁𝑘)

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=

=
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁))

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

, (2.2.1)

где 𝜙0 — дуальный элемент 𝐿Ω0
(𝑆0) (характеристическая функция)

функционала 𝑆0.

Предложение 2.2.1. Для любой функции 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆) равен-

ство

⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑚(𝑧))⟩ :=

:=

⟨
𝑆0, 𝐴𝑇ℎ

(︃
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

)︃⟩
= 0

будет выполняться для всех ℎ ∈ 𝑈𝜀′ тогда и только тогда, когда

функции

𝑏𝑛(𝜔) :=
(︀
sym𝜁 𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︀
(𝜔),

𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью

больше 𝑚.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Предположим, что

для всех ℎ ∈ 𝑈𝜀′ выполняется равенство ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑚(𝑧))⟩ = 0. Следо-

вательно, 𝑒𝑚(𝑧) ∈ 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω). По предложению 1.3.3 ядро оператора

𝜋-свертки 𝑊𝑆0
является инвариантным. Значит, по предложения 2.1.3

𝑒𝑘(𝑧)𝑊𝑆0
, 𝑘 ∈ {0, ...,𝑚}.

Следовательно,

⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑒𝑘(𝑧))⟩ =

=
∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!

𝜕𝑘

𝜕𝜔𝑘
sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁))

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

= 0

для любого 𝑘 ∈ {0, ...,𝑚} и для всех ℎ ∈ 𝑈𝜀′ и 𝑛 ∈ Z+. Значит, для

всех 𝑘 ∈ {0, ...,𝑚} и 𝑛 ∈ N имеем

𝜕𝑘

𝜕𝜔𝑘
𝑏𝑛(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=
𝜕𝑘

𝜕𝜔𝑘
sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁))

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

= 0.

Отсюда следует, что для любых 𝑛 ∈ Z+ функции 𝑏𝑛(𝜔) обращаются в

ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью > 𝑚.

Достаточность. Пусть функции 𝑏𝑛(𝜔) обращаются в ноль в точ-

ке 𝜋(𝜆) с кратностью > 𝑚. По определению полиномов 𝑎𝑛(𝜁), 𝑛 ∈ Z+

имеем

𝑎𝑛(𝜁) = 𝐴(𝑧𝑛)(𝜁) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜔).

Значит, для любого 𝑛 ∈ Z+ имеем

𝑏𝑛(𝜔) = sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)) =

= sym𝜁

(︃(︃
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝜁)(𝑧𝑛)𝑝(𝜔)

)︃
𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︃
=

=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(𝑧𝑛)𝑝(𝜔) sym𝜁 (𝑎𝑝(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)) ,

то есть

𝑏𝑛(𝜔) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

(𝑧𝑛)𝑝(𝜔)𝑏𝑝(𝜔), 𝑛 ∈ Z+.
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Отсюда вытекает, что функции 𝑏𝑛(𝜔), 𝑛 ∈ Z+ обращаются в ноль в

точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚. Предложение доказано. �

Пусть

𝑎𝑛(𝜁) :=
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜁
𝑗, 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}, (2.2.2)

𝜓𝑗(𝜔) := sym𝜁

(︀
𝜁𝑗𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︀
, 𝑗 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}, 𝜔 = 𝜋(𝜁).

Базисный минор характеристической матрицы

𝑎 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0,0 0 · · · 0

𝑎1,0 𝑎1,1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑞−1,0 𝑎𝑞−1,1 · · · 𝑎𝑞−1,𝑞−1

⎞⎟⎟⎟⎠
оператора 𝜋-сдвига обозначим

∆𝑎 :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎𝑛0,𝑗0 𝑎𝑛0,𝑗1 · · · 𝑎𝑛0,𝑗𝜈

𝑎𝑛1,𝑗0 𝑎𝑛1,𝑗1 · · · 𝑎𝑛1,𝑗𝜈

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑛𝜈 ,𝑗0 𝑎𝑛𝜈 ,𝑗1 · · · 𝑎𝑛𝜈 ,𝑗𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.

Символом 𝑗𝑎 обозначим множество {𝑗0, ..., 𝑗𝜈} ⊆ {0, ..., 𝑞− 1}, а симво-
лом 𝑛𝑎 обозначим множество {𝑛0, ..., 𝑛𝜈} ⊆ {0, ..., 𝑞 − 1}. Из определе-
ния (2.2.2) вытекает, что

𝑏𝑛(𝜔) := sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)) = sym𝜁

(︃
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜁
𝑗𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︃
=

=
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗 sym𝜁

(︀
𝜁𝑗𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︀
=

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜓𝑗(𝜔).

для всех 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. Рассмотрим систему линейных уравнений

𝑏𝑛(𝜔) =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜓𝑗(𝜔), 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. (2.2.3)
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Одно из решений системы можно записать так 𝜓(𝜔) :=

(𝜓0(𝜔), ..., 𝜓𝑞−1(𝜔)), где

𝜓𝑗(𝜔) :=

{︃
1

∆𝑎
∆𝑎,𝑗(𝑏(𝜔)), если 𝑗 ∈ 𝑗𝑎,

0, если 𝑗 ̸∈ 𝑗𝑎,
, 𝑏(𝜔) := (𝑏0(𝜔), ..., 𝑏𝑞−1(𝜔)),

∆𝑎,𝑗(𝑏(𝜔)) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎𝑛0,𝑗0 · · · 𝑏𝑛0

(𝜔) · · · 𝑎𝑛0,𝑗𝜈

𝑎𝑛1,𝑗0 · · · 𝑏𝑛1
(𝜔) · · · 𝑎𝑛1,𝑗𝜈

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑛𝜈 ,𝑗0 · · · 𝑏𝑛𝜈

(𝜔) · · · 𝑎𝑛𝜈 ,𝑗𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Следовательно,

𝑏𝑛(𝜔) =
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑎𝑛,𝑗𝜓𝑗(𝜔), 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. (2.2.4)

Справедливо следующее предложение.

Предложение 2.2.2. Для любой функции 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆) функ-

ции

𝑏𝑛(𝜔) :=
(︀
sym𝜁 𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︀
(𝜔),

𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞−1} обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью боль-

ше 𝑚 тогда и только тогда, когда функции 𝜓𝑗(𝜔), 𝑗 ∈ 𝑗𝑎 обращаются
в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Если функции 𝑏𝑛(𝜔),

𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞−1} обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше

𝑚, то из определения 𝜓𝑗(𝜔) := 1
∆𝑎

∆𝑎,𝑗(𝑏(𝜔)) вытекает, что функции

𝜓𝑗(𝜔), 𝑗 ∈ 𝑗𝑎 обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚.

Достаточность. Предположим, что функции 𝜓𝑗(𝜔), 𝑗 ∈ 𝑗𝑎 обра-
щаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚, то из равенств

(2.2.4) вытекает, что функции 𝑏𝑛(𝜔), 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} обращаются в

ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚. Предложение доказано. �

На основании предложения 2.2.1 и предложения 2.2.2 делаем вы-

вод о выполнимости такой теоремы.
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Теорема 2.2.1. Элементарный экспоненциальный полином

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

(︀
sym𝜁 𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀
(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

, 𝑔(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆)

принадлежит ядру оператора 𝜋-свертки тогда и только тогда, когда

функции

𝜓𝑗(𝜔) :=
∆𝑎,𝑗(𝑏(𝜔))

∆𝑎
, 𝑗 ∈ 𝑗𝑎

обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с кратностью больше 𝑚.

2.3. Общее элементарное решение однород-

ного уравнения 𝜋-свертки

Дальнейшие усилия посвятим описанию общего вида элементар-

ных решений однородного уравнения 𝜋-свертки.

1. Элементарные решения. Пусть 𝜁 ∈ 𝑈𝜆 и {𝜁0, ..., 𝜁𝑞−1} —
произвольное упорядочение 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜋(𝜁)). Мы вправе считать, что

𝜋-слой 𝜋−1(𝜋(𝜁)) является обыкновенным. По определению оператора

𝜋-симметризации

𝜓𝑗(𝜔) := sym𝜁

(︀
𝜁𝑗𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︀
=

1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑗𝑘𝜙0(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘).

Рассмотрим систему уравнений

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝜁𝑗𝑘𝜙0(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘) = 𝑞𝜓𝑗(𝜔), 𝑗 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}, 𝜔 = 𝜋(𝜁).

Так как определитель Вандермонда

∆𝜁 :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜁0

0 𝜁0
1 · · · 𝜁0

𝑞−1

𝜁1
0 𝜁1

1 · · · 𝜁1
𝑞−1

· · · · · · · · · · · ·
𝜁𝑞−1

0 𝜁𝑞−1
1 · · · 𝜁𝑞−1

𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
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отличен от нуля, то

𝜙0(𝜁𝑘)𝑔(𝜁𝑘) = 𝑞
∆𝜁,𝑘(𝜓(𝜔))

∆𝜁
, 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},

где

∆𝜁,𝑘(𝜓(𝜔)) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜁0

0 · · · 𝜓0(𝜔) · · · 𝜁0
𝑞−1

𝜁1
0 · · · 𝜓1(𝜔) · · · 𝜁1

𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝜁𝑞−1

0 · · · 𝜓𝑞−1(𝜔) · · · 𝜁𝑞−1
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Значит,

𝑔(𝜁𝑘) =
𝑞

𝜙0(𝜁𝑘)

∆𝜁,𝑘(𝜓(𝜔))

∆𝜁
=

(𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁𝑘)
𝐶(𝜁𝑘), 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1},

где

𝐶(𝜁) =
𝜙0(𝜁)𝑔(𝜁)

(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1 .

Из представления

𝐶(𝜁𝑘) :=
𝑞

∆𝜁
∆𝜁,𝑘

(︃
𝜓(𝜔)

(𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1

)︃
вытекает, что 𝐶 ∈ 𝑂(𝑈𝜆) и

𝑒𝑚(𝑧) :=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︀
𝑔(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

=

=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚
sym𝜁

(︃
(𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

. (2.3.1)

Рассмотрим произвольный полином 𝑒𝑚(𝑧) вида (2.3.1), в котором

𝐶(𝜁) — некоторая функция из 𝑂(𝑈𝜆) и 𝑚 ∈ Z+. Предположим, что 𝐶

и 𝑚 выбраны так, что функции

𝐶(𝜁) и
(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁)

лежат в пространстве 𝑂(𝑈𝜆). Убедимся, что 𝑒𝑚(𝑧) ∈ 𝑊𝑆0
. Нужно по-

казать, что

⟨𝑆,𝐴𝑇ℎ𝑒𝑚(𝑧)⟩ = 0.
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В рассматриваемом случае

𝑏𝑛(𝜔) := sym𝜁 (𝑎𝑛(𝜁)𝑔(𝜁)𝜙0(𝜁)) =

= sym𝜁

(︃
𝑎𝑛(𝜁)

(𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁)𝜙0(𝜁)

)︃
=

= sym𝜁

(︁
𝑎𝑛(𝜁) (𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1𝐶(𝜁)

)︁
=

= (𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1 sym𝜁 𝑎𝑛(𝜁)𝐶(𝜁).

Значит, функции 𝑏𝑛(𝜔), 𝜔 = 𝜋(𝜁), обращаются в ноль в точке 𝜋(𝜆) с

кратностью больше 𝑚. По предложению (2.2.1) имеем 𝑒𝑚(𝑧) ∈ 𝑊𝑆0
.

Из проведенных рассуждений вытекает, что справедливо следу-

ющее

Предложение 2.3.1. Совокупность элементарных решений

однородного уравнения 𝜋-свертки совпадает с линейной оболочкой си-

стемы экспоненциальных полиномов вида

𝑒(𝑧) :=
𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

(︃
sym𝜁

(𝜔 − 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁)𝑒𝜁𝑧

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,

где функции

𝐶(𝜁) и
(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁)

принадлежат 𝑂(𝑈𝜆), то есть являются аналитическими функция-

ми в точках 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜋(𝜆)).

2. Общее элементарное решение однородного уравнения

𝜋-свертки. Пусть 𝜙0 – характеристическая функция функционала 𝑆0

и 𝑚𝑔(𝜁) – кратность корня 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)) локально аналитической

функции 𝑔 ∈ 𝑂(𝑈𝜆). Если 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)) не является корнем функции

𝑔 ∈ 𝑂(𝑈𝜆), то полагаем 𝑚𝑔(𝜁) = 0. Если 𝑔 := 𝜋−𝜋(𝜆) и 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)),

то число 𝑚𝑔(𝜁) := 𝑚𝜋−𝜋(𝜆)(𝜁) обозначаем символом 𝑞(𝜁). Понятно, что

𝑞(𝜁) ≥ 1 для любого 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)). Степень полинома 𝜋 равна 𝑞,

значит, ∑︁
𝜁∈𝜋−1(𝜋(𝜆))

𝑞(𝜁) = 𝑞.
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Если 𝐶(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆), то включение

(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1

𝜙0(𝜁)
𝐶(𝜁) ∈ 𝑂(𝑈𝜆)

означает выполнение неравенства 𝑞(𝜁)(𝑚 + 1) ≥ 𝑚𝜙0
(𝜁) −𝑚𝐶(𝜁) для

любого 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)). Значит, справедлива следующая

Теорема 2.3.1. Совокупность элементарных решений однород-

ного уравнения 𝜋-свертки совпадает с линейной оболочкой системы

экспоненциальных полиномов вида

𝜕𝑚

𝜕𝜔𝑚

(︃
sym𝜁

(𝜋(𝜁)− 𝜋(𝜆))𝑚+1𝐶(𝜁)

𝜙0(𝜁)
𝑒𝜁𝑧

)︃
(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜔=𝜋(𝜆)

,

где 𝜆 ∈ C, 𝐶 ∈ 𝑂(𝑈𝜆) и для любого 𝜁 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝜆)) выполняется нера-

венство 𝑞(𝜁)(𝑚+ 1) ≥ 𝑚𝜙0
(𝜁)−𝑚𝐶(𝜁).

Отметим, что полученное описание не зависит от порождающих

коэффициентов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧), то есть при описании множества эле-

ментарных решений однородного уравнения типа 𝜋-свертки специфи-

ка этого уравнения пропадает.



Глава 3.

Экспоненциальный

синтез

3.1. О базисах в модулях многочленов

1. Симметричные представления многочленов. Пусть

C[𝑧], C[𝜋(𝑧)] — кольца многочленов от 𝑧 и от 𝜋(𝑧) соответственно.

Элементы второго кольца называем 𝜋-симметричными многочлена-

ми. Первое кольцо естественно рассматривать как модуль над вторым

кольцом. В силу предложения 1.1.1 из представления (1.1.3) вытекает,

что система одночленов 1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1 является базисом вC[𝜋(𝑧)]-модуле

C[𝑧]. Точнее, справедливо следующее предложение.

Предложение 3.1.1. При любом выборе многочлена 𝑟(𝑧) ∈
C[𝑧] на всей комплексной плоскости имеет место единственное

представление

𝑟(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑟𝑝(𝑧), 𝑟𝑝 ∈ C[𝜋(𝑧)]. (3.1.1)

Если 𝑧 — произвольная точка, то для любого многочлена 𝑟(𝑧) ∈
C[𝑧] 𝜋-симметричные многочлены 𝑟𝑝(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)] представляются с

помощью определителя вида (1.1.1)

𝛿𝑝(1, ..., 𝑟, ..., 𝑧
𝑞−1) :=
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:=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[𝑧0]𝑧
0 · · · [𝑧0]𝑟 · · · [𝑧0]𝑧

𝑞−1

[𝑧0𝑧1]𝑧
0 · · · [𝑧0𝑧1]𝑟 · · · [𝑧0𝑧1]𝑧

𝑞−1

· · · · · · · · · · · · · · ·
[𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧

0 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑟 · · · [𝑧0𝑧1...𝑧𝑞−1]𝑧
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

[38, теорема 2.1], элементы которого допускают интегральные пред-

ставления вида (1.1.2) [17, Гл. 1, § 4]. Если 𝑧 — обыкновенная точка

аналитического накрытия (C, 𝜋,C), то многочлен 𝑟𝑝 ∈ C[𝜋(𝑧)] пред-

ставляется в виде

𝑟𝑝(𝑧) =
∆𝑝(1, ..., 𝑟(𝑧), ..., 𝑧𝑞−1)

∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)
,

где 𝑧𝑗 = 𝜔𝑗(𝑧), 𝜔 – циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋) и опре-

делитель ∆𝑝(1, ..., 𝑟(𝑧), ..., 𝑧𝑞−1) получен из определителя ∆(1, ..., 𝑧𝑞−1)

путем замены его 𝑝-го столбца на столбец (𝑟(𝑧0), ..., 𝑟(𝑧𝑞−1))
𝑇 .

Отметим, что 𝜋-симметричные многочлены вполне характеризу-

ются тем, что в точках всякого обыкновенного 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜋(𝑧)) они

принимают одинаковые значения.

Предложение 3.1.2. Многочлен 𝑟(𝑧) ∈ C[𝑧] является 𝜋-сим-

метричным тогда и только тогда, когда для любой обыкновенной

точки 𝑧 аналитического накрытия (C, 𝜋,C) выполняется равенство

𝑟(𝜔(𝑧)) = 𝑟(𝑧), где 𝜔 – произвольный циклический биголоморфизм из

Deck(C*/𝜋).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑧0 ∈ C* (то есть 𝑧0 – обыкновенная

точка аналитического накрытия (C, 𝜋,C)), 𝜔 – произвольный цикли-

ческий биголоморфизм из Deck(C*/𝜋). Выберем окрестность 𝑈0 ⊆ C*

точки 𝑧0 из условия: образы 𝑈𝑝 := 𝜔𝑝(𝑈0), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} дизъюнкт-
ны, то есть попарно не пересекаются и сужение полинома 𝜋(𝑧) на об-

раз 𝑈𝑝 осуществляет биголоморфное отображение 𝜋𝑝 : 𝑈𝑝 → 𝜋(𝑈0).

Объединение 𝑈 образов 𝑈𝑝, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} является 𝜋-симмет-

ричной окрестностью 𝜋-слоя 𝜋−1(𝜋(𝑧0)), а сужение полинома 𝑟(𝑧) на

множество 𝑈 представляется в виде 𝑟(𝑧) = 𝑟𝑝(𝜋(𝑧)), 𝑧 ∈ 𝑈𝑝, где

𝑟𝑝(𝜆) = 𝑟 ∘ 𝜋−1
𝑝 (𝜆) ∈ 𝑂(𝜋(𝑈)). Значит, сужение полинома 𝑟(𝑧) на
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множество 𝑈 принадлежит 𝑂𝜋(𝑈). Следовательно, сужение 𝑔(𝑧) по-

линома 𝑟(𝑧) на множество 𝑈 допускает единственное 𝜋-симметричное

представление [38, теорема 2.1]

𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧), 𝑟𝑝 ∈ 𝑂𝜋(𝑈). (3.1.2)

В силу единственности этого представления 𝑟(𝑧) = 𝑔0(𝑧) на множестве

𝑈 . Значит, 𝑟(𝑧0) = 𝑔0(𝑧0). Отметим, что 𝜋-симметричное представле-

ние (3.1.2) можно получить сужением 𝜋-симметричного представле-

ния (3.1.1) на множество 𝑈 . Значит, 𝑟(𝑧0) = 𝑟0(𝑧0) для любой точки

𝑧0 ∈ C*. Следовательно, полиномы 𝑟(𝑧) и 𝑟0(𝑧) совпадают. Это озна-

чает, что 𝑟(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)]. Предложение доказано. �

2. Независимые системы многочленов. Система многочле-

нов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ C[𝑧] зависима над кольцом C[𝜋(𝑧)], если суще-

ствуют такие многочлены 𝑐0(𝑧), ..., 𝑐𝑚(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)], одновременно не

равные тождественному нулю, что

𝑐0(𝑧)𝑎0(𝑧) + ...+ 𝑐𝑚(𝑧)𝑎𝑚(𝑧) = 0

для любого 𝑧 ∈ C. В противном случае система многочленов

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) называется независимой над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Пусть

𝐾 ⊆ C[𝑧]. C[𝜋(𝑧)]-рангом множества 𝐾 называется максималь-

ное число элементов в независимых над кольцом C[𝜋(𝑧)] системах

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ 𝐾. C[𝜋(𝑧)]-ранг множества 𝐾 ⊆ C[𝑧] будем обозна-

чать C[𝜋(𝑧)]-Rank𝐾.

Пусть 𝜔 – циклический биголоморфизм из Deck(C*/𝜋), 𝑧 ∈ C и

𝑧𝑝 := 𝜔𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ Z+. Рассмотрим определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎0(𝑧0) · · · 𝑎𝑚(𝑧0)

· · · · · · · · ·
𝑎0(𝑧𝑚) · · · 𝑎𝑚(𝑧𝑚)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ .

Предложение 3.1.3. Система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) за-

висима над кольцом C[𝜋(𝑧)] тогда и только тогда, когда определи-

тель ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) совпадает с тождественным нулем.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть система много-

членов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) зависима над кольцомC[𝜋(𝑧)]. Тогда выполнено

тождество 𝑐0(𝑧)𝑎0(𝑧)+...+𝑐𝑚(𝑧)𝑎𝑚(𝑧) ≡ 0, где 𝑐0(𝑧), ..., 𝑐𝑚(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)]

и |𝑐0(𝑧)|+ ...+ |𝑐𝑚(𝑧)| ̸≡ 0. Значит,

𝑐0(𝑧)𝑎0(𝑧𝑝) + ...+ 𝑐𝑚(𝑧)𝑎𝑚(𝑧𝑝) = 0

для любого 𝑧 ∈ C и любого 𝑝 ∈ Z+. Если 𝑧 ∈ C и |𝑐0(𝑧)|+...+|𝑐𝑚(𝑧)| ≠
0, то определитель ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) равен нулю. Следовательно,

определитель ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) равен нулю вне конечного множества

точек, для которых |𝑐0(𝑧)| + ... + |𝑐𝑚(𝑧)| = 0. В силу непрерывности

определителя ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) он совпадает с нулем в любой точке

𝑧 ∈ C.

Достаточность. Пусть ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) ≡ 0. Покажем,

что система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) зависима над кольцом

C[𝜋(𝑧)]. Выберем из системы многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) подсисте-

му 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘(𝑧) из следующих условий: 𝑘 < 𝑚, определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘(𝑧)) отличен от тождественного нуля, а определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)) совпадает с тождественным нулем. Покажем, что

система 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧), а значит, и система 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧), зави-

сима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Действительно, разложим определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)) по последней строке. Получим

∆0,𝑘+1(𝑧)𝑎0(𝑧) + ...+ ∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧)𝑎𝑘+1(𝑧) ≡ 0, (3.1.3)

где ∆𝑝,𝑘+1(𝑧) – алгебраическое дополнение элемента 𝑎𝑝(𝑧𝑘+1) опреде-

лителя ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)). Представим определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑎0(𝑧0) 𝑎1(𝑧0) · · · 𝑎𝑘(𝑧0) 𝑎𝑘+1(𝑧0)

𝑎0(𝑧1) 𝑎1(𝑧1) · · · 𝑎𝑘(𝑧1) 𝑎𝑘+1(𝑧1)

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑎0(𝑧𝑘) 𝑎1(𝑧𝑘) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘) 𝑎𝑘+1(𝑧𝑘)

𝑎0(𝑧𝑘+1) 𝑎1(𝑧𝑘+1) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘+1) 𝑎𝑘+1(𝑧𝑘+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
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в виде ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

где

𝑎11 = (𝑎0(𝑧0)) , 𝑎13 = (𝑎𝑘+1(𝑧0)) ,

𝑎31 = (𝑎0(𝑧𝑘+1)) , 𝑎33 = (𝑎𝑘+1(𝑧𝑘+1))

– квадратные матрицы порядка 1,

𝑎12 =
(︁
𝑎1(𝑧0) · · · 𝑎𝑘(𝑧0)

)︁
, 𝑎32 =

(︁
𝑎1(𝑧𝑘+1) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘+1)

)︁
– матрицы строки,

𝑎21 =

⎛⎜⎝ 𝑎0(𝑧1)

· · ·
𝑎0(𝑧𝑘)

⎞⎟⎠ , 𝑎23 =

⎛⎜⎝ 𝑎𝑘+1(𝑧1)

· · ·
𝑎𝑘+1(𝑧𝑘)

⎞⎟⎠
– матрицы-столбцы,

𝑎22 =

⎛⎜⎝ 𝑎1(𝑧1) · · · 𝑎𝑘(𝑧1)

· · · · · · · · ·
𝑎1(𝑧𝑘) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘)

⎞⎟⎠
– квадратная матрица порядка 𝑘. Известное свойство определителей

(свойство конденсации Доджсона) состоит в следующем:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ |𝑎22| =

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒−
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎12 𝑎13

𝑎22 𝑎23

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Из этого свойства следует, что для любого 𝑧 ∈ C справедливы соот-

ношения

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎0(𝑧0) · · · 𝑎𝑘(𝑧0)

· · · · · · · · ·
𝑎0(𝑧𝑘) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎1(𝑧1) · · · 𝑎𝑘+1(𝑧1)

· · · · · · · · ·
𝑎1(𝑧𝑘+1) · · · 𝑎𝑘+1(𝑧𝑘+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒−
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−

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎1(𝑧0) · · · 𝑎𝑘+1(𝑧0)

· · · · · · · · ·
𝑎1(𝑧𝑘) · · · 𝑎𝑘+1(𝑧𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎0(𝑧1) · · · 𝑎𝑘(𝑧1)

· · · · · · · · ·
𝑎0(𝑧𝑘+1) · · · 𝑎𝑘(𝑧𝑘+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≡ 0,

то есть ∆0,0(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧) = ∆0,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,0(𝑧) для любого 𝑧 ∈ C и,

значит,

∆0,0(𝑧) = ∆0,𝑘+1(𝜔(𝑧)), ∆𝑘+1,0(𝑧) = ∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)),

∆0,𝑘+1(𝜔(𝑧))∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧) = ∆0,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)) (3.1.4)

для любого 𝑧 ∈ C. Если переместить строку определителя

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧)) под номером 𝑝 ∈ {1, ..., 𝑘} на первое место, то лег-
ко убедиться, что для любого 𝑧 ∈ C имеет место равенство

∆𝑝,𝑘+1(𝜔(𝑧))∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧) = ∆𝑝,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)).

Для 𝑝 ∈ {0, 𝑘+1} оно выполняется автоматически. Далее, для любого
𝑝 ∈ {0, ..., 𝑘 + 1} обозначим через ∆𝑝(𝑧) произведение

∆𝑝,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
𝑞−1(𝑧)).

Отмечаем, что для обыкновенной точки 𝑧 аналитического накрытия

(C, 𝜋,C) справедливы равенства 𝑧𝑞 = 𝜔𝑞(𝑧) = 𝜔0(𝑧) = 𝑧0, значит, в си-

лу (3.1.4) для любой обыкновенной точки 𝑧 аналитического накрытия

(C, 𝜋,C) выполняются равенства

∆𝑝(𝜔(𝑧)) = ∆𝑝,𝑘+1(𝜔(𝑧))∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
2(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔

𝑞(𝑧)) =

= ∆𝑝,𝑘+1(𝜔(𝑧))∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
2(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔

𝑞−1(𝑧)) =

= ∆𝑝,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧))∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
2(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔

𝑞−1(𝑧)) =

= ∆𝑝,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
𝑞−1(𝑧)) = ∆𝑝(𝑧).

В силу предложения 3.1.2 полиномы ∆𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑘 + 1} принад-
лежат кольцу C[𝜋(𝑧)]. При этом в силу (3.1.3) выполняется тождество

∆0(𝑧)𝑎0(𝑧) + ...+ ∆𝑘+1(𝑧)𝑎𝑘+1(𝑧) ≡ 0.
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Остается заметить, что полином

∆𝑘+1(𝑧) := ∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧)∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔(𝑧)) · ... ·∆𝑘+1,𝑘+1(𝜔
𝑞−1(𝑧))

отличен от тождественного нуля, так как определитель ∆𝑘+1,𝑘+1(𝑧) =

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘(𝑧)) отличен от тождественного нуля по условиям на

выбор 𝑘. Значит, система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑘+1(𝑧) зависима над

кольцом C[𝜋(𝑧)]. Предложение доказано. �

Из предложения 3.1.3 сразу вытекает, что система одночленов

1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚 независима над кольцом C[𝜋(𝑧)] тогда и только тогда, когда

определитель Вандермонда ∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) отличен от тождественного

нуля, а это возможно только при условии 𝑚 ≤ 𝑞 − 1.

Сформулируем и докажем еще некоторые следствия предложе-

ния 3.1.3.

Следствие 3.1. Если ситема многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈
C[𝑧] независима над кольцом C[𝜋(𝑧)], то 𝑚 ≤ 𝑞 − 1. При этом

C[𝜋(𝑧)]-ранг кольца C[𝑧] равен 𝑞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любой обыкновенной точки 𝑧 анали-

тического накрытия (C, 𝜋,C) имеем 𝑧𝑞 = 𝜔𝑞(𝑧) = 𝜔0(𝑧) = 𝑧0. Значит,

если 𝑚 > 𝑞 − 1, то определитель ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) содержит одина-

ковые строки (𝑎0(𝑧0), ..., 𝑎𝑚(𝑧0)) и (𝑎0(𝑧𝑞), ..., 𝑎𝑚(𝑧𝑞)). Это означает, что

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) ≡ 0 и по предложению 3.1.3 система 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)

зависима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. С другой стороны, для любой обык-

новенной точки 𝑧 аналитического накрытия (C, 𝜋,C) при 𝑚 ≤ 𝑞 − 1

числа 𝑧𝑝 := 𝜔𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} являются попарно различными. Сле-
довательно, определитель Вандермонда

∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · 𝑧𝑝0 · · · 𝑧𝑚0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · 𝑧𝑝𝑚 · · · 𝑧𝑚𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

∏︁
0≤𝑖<𝑗≤𝑝

(𝑧𝑗 − 𝑧𝑖)

отличен от нуля в обыкновенных точках 𝑧 ∈ C аналитического на-

крытия (C, 𝜋,C). Значит, по предложению 3.1.3 система одночленов
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1, 𝑧, ...𝑧𝑞−1 независима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. При этом система одно-

членов 1, 𝑧, ...𝑧𝑞−1 содержит ровно 𝑞 различных элементов. Следствие

доказано. �

Пусть 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ C[𝑧]. Предположим, что для любо-

го 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} степень полинома 𝑎𝑝(𝑧) из системы многочленов

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) не превосходит 𝑝. Тогда

𝑎𝑝(𝑧) :=

𝑝∑︁
𝑘=0

𝑎𝑝,𝑘𝑧
𝑘, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚}. (3.1.5)

Следствие 3.2. Система многочленов (3.1.5) независима над

кольцом C[𝜋(𝑧)] тогда и только тогда, когда 𝑚 ≤ 𝑞 − 1 и старшие

коэффициенты 𝑎𝑝,𝑝, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} этих многочленов отличны от ну-

ля.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) для системы многочленов (3.1.5) допускает простое

вычисление

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎0,0 · · ·

∑︀𝑝
𝑘=0 𝑎𝑝,𝑘𝑧

𝑘
0 · · ·

∑︀𝑚
𝑘=0 𝑎𝑚,𝑘𝑧

𝑘
0

· · · · · · · · · · · · · · ·
𝑎0,0 · · ·

∑︀𝑝
𝑘=0 𝑎𝑝,𝑘𝑧

𝑘
𝑚 · · ·

∑︀𝑚
𝑘=0 𝑎𝑚,𝑘𝑧

𝑘
𝑞−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= 𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1 · · · 𝑧𝑝0 · · · 𝑧𝑚0
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 · · · 𝑧𝑝𝑚 · · · 𝑧𝑚𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

где

𝛼 :=
𝑚∏︁
𝑝=0

𝑎𝑝,𝑝.

Значит,

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) = 𝛼∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚),

где ∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) – определитель Вандермонда. Если предположить,

что 𝑚 > 𝑞−1, то определитель Вандермонда ∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) имеет оди-

наковые строки. Значит, ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) ≡ 0 и система многочле-

нов (3.1.5) окажется зависимой над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Следовательно,
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𝑚 ≤ 𝑞 − 1. Если предположить, что для некоторого 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚}
выполняется равенство 𝑎𝑝,𝑝 = 0, то 𝛼 будет равно нулю и мы опять по-

лучим тождество ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) ≡ 0. Значит, система многочленов

(3.1.5) опять окажется зависимой над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Следователь-

но, 𝑎𝑝,𝑝 ̸= 0 для любого 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚}.
Достаточность. Для обыкновенной точки 𝑧 аналитического

накрытия (C, 𝜋,C) при 𝑚 ≤ 𝑞 − 1 числа 𝑧𝑝 := 𝜔𝑝(𝑧), 𝑝 ∈
{0, ...,𝑚} являются попарно различными. Значит, определитель Ван-

дермонда ∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) отличен от нуля. Следовательно, определитель

∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)) = 𝛼∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑚) отличен от тождественного ну-

ля. По предложению 3.1.3 система многочленов (3.1.5) независима над

кольцом C[𝜋(𝑧)]. Следствие доказано. �

Следствие 3.3. Система многочленов вида

𝑎𝑝(𝑧) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑝,𝑘𝑧
𝑘, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} (3.1.6)

независима над кольцом C[𝜋(𝑧)] только при условии, что она линей-

но независима (независима над полем C) и 𝑚 ≤ 𝑞 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Предположим, что

система многочленов вида (3.1.6) независима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Из

следствия 3.1 предложения 3.1.3 вытекает, что𝑚 ≤ 𝑞−1. При этом по-

ле C вложено в кольцо C[𝜋(𝑧)], значит, независимость системы много-

членов (3.1.6) над кольцом C[𝜋(𝑧)] влечет независимость этой системы

над полем C, то есть ее линейную независимость.

Достаточность. Предположим, что 𝑚 ≤ 𝑞− 1 и система много-

членов вида (3.1.6) линейно независима. Отсюда вытекает, что система

векторов

(𝑎0,0, 𝑎0,1, ..., 𝑎0,𝑚), ..., (𝑎𝑚,0, 𝑎𝑚,1, ..., 𝑎𝑚,𝑚)
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линейно независима. Значит, определитель |𝑎| матрицы

𝑎 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑎0,0 𝑎0,1 · · · 𝑎0,𝑚

𝑎1,0 𝑎1,1 · · · 𝑎1,𝑚

· · · · · · · · · · · ·
𝑎𝑚,0 𝑎𝑚,1 · · · 𝑎𝑚,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠
отличен от нуля. Используя элементарные преобразования над стро-

ками, приведем матрицу 𝑎 к ступенчатому виду

�̃� :=

⎛⎜⎜⎜⎝
�̃�0,0 0 · · · 0

�̃�1,0 �̃�1,1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
�̃�𝑚,0 �̃�𝑚,1 · · · �̃�𝑚,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Так как |𝑎| ̸= 0, то и определитель |�̃�| матрицы �̃� отличен от нуля.

Следовательно,

|�̃�| := �̃�0,0 · ... · �̃�𝑚,𝑚 ̸= 0.

Значит, старшие коэффициенты 𝑎𝑝,𝑝, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} многочленов

�̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑚(𝑧) отличны от нуля. По следствию 3.2 предложения 3.1.3

система многочленов

�̃�𝑝(𝑧) :=

𝑝∑︁
𝑘=0

�̃�𝑝,𝑘𝑧
𝑘, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚}

является независимой над кольцом C[𝜋(𝑧)]. При этом много-

члены (3.1.6) являются линейными комбинациями многочленов

�̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑚(𝑧) с коэффициентами из C, то есть

𝑎𝑝(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑝,𝑗�̃�𝑗(𝑧), 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚}.

Так как система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) линейно независима, то

определитель

𝑐 :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑐0,0 · · · 𝑐0,𝑚

· · · · · · · · ·
𝑐𝑚,0 · · · 𝑐𝑚,𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
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этой системы отличен от нуля. Если предположить, что система мно-

гочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) зависима над кольцом C[𝜋(𝑧)], то при некото-

рых 𝑐𝑝(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)], 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} получим

|𝑐0(𝑧)|+ ...+ |𝑐𝑚(𝑧)| ̸≡ 0,
𝑚∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝(𝑧)𝑎𝑝(𝑧) ≡ 0.

Значит,
𝑚∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝(𝑧)
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑝,𝑗�̃�𝑗(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑗=0

(︃
𝑚∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝,𝑗𝑐𝑝(𝑧)

)︃
�̃�𝑗(𝑧) ≡ 0.

Так как система многочленов �̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑚(𝑧) является независимой над

кольцом C[𝜋(𝑧)], то
𝑚∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝,𝑗𝑐𝑝(𝑧) ≡ 0, 𝑗 ∈ {0, ...,𝑚}.

Но определитель 𝑐 отличен от нуля, значит, 𝑐𝑝(𝑧) ≡ 0, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} и
|𝑐0(𝑧)|+ ...+ |𝑐𝑚(𝑧)| ≡ 0. Полученное противоречие показывает, что си-

стема многочленов (3.1.6) независима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Следствие

доказано. �

3. О базисах в модулях многочленов. Конечная система

многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ C[𝑧] называется базисом C[𝜋(𝑧)]-моду-

ля C[𝑧], если выполнены условия:

1) любой многочлен 𝑟(𝑧) ∈ C[𝑧] можно представить в виде линей-

ной комбинации элементов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) с коэффициентами из коль-

ца C[𝜋(𝑧)];

2) система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ C[𝑧] является незави-

симой над кольцом C[𝜋(𝑧)].

Из предложения 3.1.1 вытекает, что система одночленов

1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1, где 𝑞 – степень многочлена 𝜋(𝑧), является базисом в

C[𝜋(𝑧)]-модуле C[𝑧].

Предложение 3.1.4. Система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈
C[𝑧] вида

𝑎𝑝(𝑧) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑝,𝑘𝑧
𝑘, 𝑝 ∈ {0, ...,𝑚} (3.1.7)
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является базисом C[𝜋(𝑧)]-модуля C[𝑧] только при условии, что она

линейно независима и 𝑚 = 𝑞 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Предположим, что

𝑚 = 𝑞−1 и система многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) вида (3.1.6) линейно

независима. По следствию 3.3 предложения 3.1.3 система многочленов

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) независима над кольцом C[𝜋(𝑧)]. Пусть 𝑏(𝑧) ∈ C[𝑧].

Покажем, что найдутся такие полиномы 𝑐0(𝑧), ..., 𝑐𝑞−1 ∈ C[𝜋(𝑧)], что

𝑏(𝑧) = 𝑐0(𝑧)𝑎0(𝑧) + ...+ 𝑐𝑞−1(𝑧)𝑎𝑞−1(𝑧). (3.1.8)

Для этого приведем матрицу 𝑎 к ступенчатому виду �̃� и заменим систе-

му многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) линейно независимой системой много-

членов �̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑞−1(𝑧). По следствию 3.2 предложения 3.1.3 система

многочленов �̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑞−1(𝑧) тоже независима над кольцом C[𝜋(𝑧)].

По следствию 3.1 предложения 3.1.3 имеем C[𝜋(𝑧)]-RankC[𝑧] = 𝑞,

значит, система полиномов 𝑏(𝑧), �̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑞−1(𝑧) зависима над коль-

цом C[𝜋(𝑧)]. Следовательно, по предложению 3.1.3 определитель

∆(𝑏(𝑧), 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑏(𝑧0) �̃�0(𝑧0) · · · �̃�𝑞−1(𝑧0)

· · · · · · · · · · · ·
𝑏(𝑧𝑞) �̃�0(𝑧𝑞) · · · �̃�𝑞−1(𝑧𝑞)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

является тождественным нулем. Разложим этот определитель по по-

следней строке. При этом учтем, что 𝑧𝑞 := 𝜔𝑞(𝑧) = 𝑧. Получим

∆(𝑧)𝑏(𝑧) + ∆0(𝑧)�̃�0(𝑧) + ...+ ∆𝑞−1(𝑧)�̃�𝑞−1(𝑧) = 0,

где ∆(𝑧) – алгебраическое дополнение элемента 𝑏(𝑧𝑞) = 𝑏(𝑧), ∆𝑝(𝑧) –

алгебраическое дополнение элемента �̃�𝑝(𝑧𝑞) = �̃�𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.
При этом

𝑏(𝑧) = −∆0(𝑧)

∆(𝑧)
𝑎0(𝑧)− ...− ∆𝑞−1(𝑧)

∆(𝑧)
𝑎𝑞−1(𝑧),

где

∆(𝑧) = (−1)𝑞∆(�̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑞−1(𝑧)) = (−1)𝑞�̃�∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1),
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�̃� :=
∏︁𝑞−1

𝑝=0
�̃�𝑝,𝑝 ̸= 0

– определитель матрицы �̃�. Значит,

𝑐𝑝(𝑧) := −∆𝑝(𝑧)

∆(𝑧)
= − ∆𝑝(𝑧)

�̃�∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)
, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

В силу предложения 2.3 из статьи [38] функции 𝑐𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 −
1} являются целыми 𝜋-симметричными функциями. Повторяя оценки
из доказательства предложения 1.1.1, убеждаемся, что функции 𝑐𝑝(𝑧),

𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞−1} имеют полиномиальный рост. Значит, 𝑐𝑝(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)],

𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. Следовательно,

𝑏(𝑧) = 𝑐0(𝑧)�̃�0(𝑧) + ...+ 𝑐𝑞−1(𝑧)�̃�𝑞−1(𝑧).

Но полиномы �̃�0(𝑧), ..., �̃�𝑞−1(𝑧) являются линейными комбинациями по-

линомов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧), значит, при некоторых 𝑐0(𝑧), ..., 𝑐𝑞−1(𝑧) ∈
C[𝜋(𝑧)] будем иметь представление (3.1.8). Таким образом, система

многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) является базисомC[𝜋(𝑧)]-модуляC[𝑧]. До-

статочность доказана.

Необходимость. Предположим, что система многочленов

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) ∈ C[𝑧] общего вида (3.1.7) является базисом C[𝜋(𝑧)]-

модуляC[𝑧]. По определению базисаC[𝜋(𝑧)]-модуляC[𝑧] система мно-

гочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧) является независимой над кольцом C[𝜋(𝑧)].

Значит, по следствию 3.3 предложения 3.1.3 система 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧)

линейно независима и 𝑚 ≤ 𝑞 − 1. Предположим, что 𝑚 < 𝑞 − 1. По

определению базиса C[𝜋(𝑧)]-модуля C[𝑧] одночлен 𝑧𝑞−1 допускает

разложение по базису 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑚(𝑧):

𝑧𝑛 ≡
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑛,𝑗(𝑧)𝑎𝑗(𝑧), 𝑐𝑝,𝑗(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)].

Следовательно,

𝑧𝑞−1 ≡
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑞−1,𝑗(𝑧)𝑎𝑗(𝑧) =
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑞−1,𝑗(𝑧)
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑗,𝑘𝑧
𝑘 =

=
𝑚∑︁
𝑘=0

(︃
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐𝑞−1,𝑗(𝑧)𝑎𝑗,𝑘

)︃
𝑧𝑘 =

𝑚∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘(𝑧)𝑧𝑘, 𝑐𝑝,𝑗(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)],
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то есть система одночленов 1, 𝑧, .., 𝑧𝑚, 𝑧𝑞−1 оказалась зависимой над

кольцом C[𝜋(𝑧)]. Это противоречие убеждает в том, что 𝑚 = 𝑞 − 1.

Предложение доказано. �

По предложению 3.1.4 произвольная линейно независимая систе-

ма многочленов из C[𝑧] вида 3.1.9 является базисом в C[𝜋(𝑧)]-модуле

C[𝑧]. Однако этим все базисы в C[𝜋(𝑧)]-модуле C[𝑧] не описываются.

Например, легко убедиться, что система многочленов

𝑧 + 1, 𝑧3 + 𝑧2 + 1

является базисом в C[𝑧2]-модуле C[𝑧], но не имеет вид (3.1.9).

Следующая теорема имеет самостоятельное значение. Она выте-

кает из предложения 3.1.4.

Теорема 3.1.1. Пусть 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) – произвольная линейно

независимая система многочленов из C[𝑧] вида

𝑎𝑝(𝑧) :=

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑝,𝑘𝑧
𝑘, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}. (3.1.9)

Для любого многочлена 𝑟(𝑧) ∈ C[𝑧] имеет место единственное пред-

ставление

𝑟(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑟𝑝(𝑧), 𝑟𝑝(𝑧) =
∆𝑝

∆
∈ C[𝜋(𝑧)],

где ∆ := ∆(𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)); ∆𝑝 – определитель, полученный из опре-

делителе ∆ заменой 𝑝-го столбца на столбец (𝑟(𝑧0), ..., 𝑟(𝑧𝑞−1))
𝑇 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предложения 3.1.4 вытекает, что

для любого многочлена 𝑟(𝑧) ∈ C[𝑧] имеет место единственное пред-

ставление 𝑟(𝑧) = 𝑟0(𝑧)𝑎0(𝑧) + ...+ 𝑟𝑞−1(𝑧)𝑎𝑞−1(𝑧), где 𝑟0(𝑧), ..., 𝑟𝑞−1(𝑧) ∈
C[𝜋(𝑧)]. Значит, для любого 𝑧 ∈ C имеет место система равенств

𝑟(𝑧𝑝) = 𝑟0(𝑧)𝑎0(𝑧𝑝) + ...+ 𝑟𝑞−1(𝑧)𝑎𝑞−1(𝑧𝑝), 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.
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По известному правилу вне нулевого множества определителя ∆

𝑟𝑝(𝑧) =
∆𝑝

∆
=

∆𝑝

∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)
:

∆

∆(1, 𝑧, ..., 𝑧𝑞−1)
, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

В силу предложения 2.3 из статьи [38] дроби в правой части являются

целыми 𝜋-симметричными функциями. Значит, функция ∆𝑝/∆ явля-

ется мероморфной 𝜋-симметричной функцией. Множество ее полюсов

дискретно, следовательно, равенства

𝑟𝑝(𝑧) =
∆𝑝

∆
, 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}

продолжаются по непрерывности на всю комплексную плоскость. Тео-

рема доказана. �

3.2. Оператор симметризации в обобщен-

ном смысле

1. Общее определение оператора симметризации. Линей-

ный оператор 𝐿 : 𝑂(C) → 𝑂(C) называется оператором симметри-

зации (в обобщенном смысле), если

𝐿(𝑑(𝑧)) = 𝑑(𝑧), 𝐿(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜉(𝑧)],

где 𝑑(𝑧) и 𝜉(𝑧) – некоторые многочлены из кольца C[𝑧].

Рассмотрим линейный оператор

𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) | 𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧),

где 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) — произвольный набор многочленов из кольца

C[𝑧], 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) — 𝜋-симметричные коэффициенты представле-

ния (1.1.3). Если 𝑔(𝑧) – многочлен, то по предложению 1.1.1 коэффи-

циенты 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) являются многочленами. Следующее предло-

жение раскрывает условия, при которых оператор 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C)

является оператором симметризации (в обобщенном смысле).



78

Предложение 3.2.1. Оператор 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) с полино-

миальными коэффициентами 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) общего вида является

оператором симметризации тогда и только тогда, когда выполнены

следующие условия:

1) наибольший общий делитель 𝑑(𝑧) полиномов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)

допускает представление

𝑑(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑑(𝑝)(0)

𝑝!
𝑎𝑝(𝑧);

2) для любого 𝑝 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} имеет место следующая деком-

позиция

𝜋(𝑧) =: (�̃� ∘ 𝜉) (𝑧),
𝑎𝑝(𝑧)

𝑑(𝑧)
=: (�̃�𝑝 ∘ 𝜉) (𝑧) ∈ C[𝜉(𝑧)],

где 𝜉(𝑧) – некоторый многочлен из кольца C[𝑧];

3) полиномы �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉) порождают C[�̃�(𝜉)]-модуль C[𝜉].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Предположим, что

оператор 𝐴 с полиномиальными коэффициентами 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) об-

щего вида является оператором симметризации. Тогда справедливы

соотношения 𝐴(𝑑(𝑧)) = 𝑑(𝑧), 𝐴(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜉(𝑧)], где 𝑑(𝑧) и 𝜉(𝑧) –

некоторые многочлены из кольца C[𝑧]. Из 𝜋-симметричного представ-

ления одночлена 𝑧𝑛 следует, что

(𝑧𝑛)𝑝 =

{︃
1, если 𝑛 = 𝑝;

0, если 𝑛 ̸= 𝑝

для всех 𝑛 и 𝑝 из {0, ..., 𝑞 − 1}. Значит, при 𝑛 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1} имеем

𝑎𝑛(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)(𝑧𝑛)𝑝 = 𝐴(𝑧𝑛) ∈ 𝐴(C[𝑧]). (3.2.1)

Из соотношения 𝐴(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜉(𝑧)] вытекает, что полиномы

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) делятся на полином 𝑑(𝑧). Из соотношения 𝐴(𝑑(𝑧)) =

𝑑(𝑧), в свою очередь, вытекает, что

𝑑(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑑𝑝(𝑧),



79

значит, любой полином, который делит полиномы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) де-

лит и полином 𝑑(𝑧). Следовательно, 𝑑(𝑧) – наибольший общий де-

литель полиномов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧). При этом степень полинома 𝑑(𝑧)

меньше 𝑞, значит, в силу единственности 𝜋-симметричного разложе-

ния полинома 𝑑(𝑧) на комплексной плоскости 𝑑𝑝(𝑧) = 𝑑(𝑝)(0)
𝑝! , 𝑝 ∈

{0, 1, ..., 𝑞 − 1}. Значит условие 1) выполнено.
Рассмотрим линейный оператор

𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) | 𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̂�𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧),

где

�̂�0(𝑧) :=
𝑎0(𝑧)

𝑑(𝑧)
, ..., �̂�𝑞−1(𝑧) :=

𝑎𝑞−1(𝑧)

𝑑(𝑧)
,

𝑔𝑝(𝑧) – 𝜋-симметричный коэффициент представления (1.1.3). Для это-

го оператора выполняются соотношения 𝐴(𝑑(𝑧)) = 1, 𝐴(C[𝑧]) =

C[𝜉(𝑧)]. Из равенства 𝐴(C[𝑧]) = C[𝜉(𝑧)] вытекает, что, во-первых,

для любого полинома 𝑟(𝑧) ∈ C[𝜉(𝑧)] найдутся такие полиномы

𝑟0(𝑧), ..., 𝑟𝑞−1(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)], что

𝑟(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̂�𝑝 (𝑧) 𝑟𝑝(𝑧). (3.2.2)

Во-вторых, для любых полиномов 𝑟0(𝑧), ..., 𝑟𝑞−1(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)] сумма в

левой части равенства (3.2.2) представляет собой полином из коль-

ца C[𝜉(𝑧)]. Значит, полиномы �̂�0(𝑧), ..., �̂�𝑞−1(𝑧) принадлежат кольцу

C[𝜉(𝑧)]. При этом из равенства 𝐴(𝑑(𝑧)) = 1 вытекает, что

1 =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̂�𝑝 (𝑧) 𝑑𝑝(𝑧).

Следовательно, для любого полинома 𝑟(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)] имеем

𝑟(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̂�𝑝 (𝑧) 𝑟(𝑧)𝑑𝑝(𝑧) ∈ C[𝜉(𝑧)],
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то есть кольцо C[𝜋(𝑧)] является подкольцом кольца C[𝜉(𝑧)]. Отсюда

следует, что полином 𝜋(𝑧) тоже принадлежит кольцу C[𝜉(𝑧)]. Таким

образом, имеют место представления

𝜋(𝑧) = (�̃� ∘ 𝜉) (𝑧)), �̂�0(𝑧) = (�̃�0 ∘ 𝜉) (𝑧), ..., �̂�𝑞−1(𝑧) = (�̃�𝑞−1 ∘ 𝜉) (𝑧),

где �̃�(𝜉), �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉) – некоторые полиномы, значит, условие 2)

выполнено.

Осталось отметить, что в силу (3.2.2) любой многочлен 𝑟(𝜉) ∈
C[𝜉] допускает представление

𝑟(𝜉) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̃�𝑝 (𝜉) 𝑟𝑝(𝜉), 𝑟𝑝(𝜉) ∈ C[�̃�(𝜉)].

Это означает, что полиномы �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉) порождают C[�̃�(𝜉)]-мо-

дуль C[𝜉], то есть условие 3) тоже выполнено. Необходимость доказа-

на.

Достаточность. Предположим, что условия 1), 2) и 3) выполне-

ны. По определению оператора 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) с полиномиальными

коэффициентами 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) общего вида для любого многочлена

𝑔(𝑧) ∈ C[𝑧] имеем

𝐴(𝑔(𝑧)) :=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧),

где 𝜋-симметричные коэффициенты 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) по предложению

1.1.1 являются многочленами. В силу условия 1) выполняется соот-

ношение 𝐴(𝑑(𝑧)) = 𝑑(𝑧). В силу условия 2) 𝑔𝑝(𝑧) = (𝑔𝑝 ∘ 𝜋) (𝑧) =

(𝑔𝑝 ∘ �̃� ∘ 𝜉) (𝑧) = (𝑔𝑝 ∘ 𝜉) (𝑧), значит,

𝐴(𝑔(𝑧)) = 𝑑(𝑧)

𝑞−1∑︁
𝑝=0

�̃�𝑝(𝜉(𝑧))𝑔𝑝(𝜉(𝑧)).

Но по условию 3) полиномы �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉) ∈ C[𝜉] порождают

C[�̃�(𝜉)]-модуль C[𝜉], значит, 𝐴(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜉(𝑧)]. Значит, оператор

𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) является оператором симметризации. Предложение

доказано. �
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2. Индикатор порождающего эндоморфизма. Непрерыв-

ный эндоморфизм

𝐴 : 𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧), 𝑔𝑝 ∈ C[𝜋(𝑧)]

называется порождающим, так как он порождает оператор типа 𝜋-

сдвига 𝐴𝑇ℎ и оператор типа 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0
. По определению по-

рождающего эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) для любого 𝑝 ∈
{0, 1, ..., 𝑞− 1} степень deg 𝑎𝑝(𝑧) полинома 𝑎𝑝(𝑧) не превосходит 𝑝. Но-

мер 𝑝 первого полинома 𝑎𝑝, степень которого deg 𝑎𝑝(𝑧) равна 𝑝, обо-

значим символом 𝑝0. Значит,

deg 𝑎0(𝑧) = ... = deg 𝑎𝑝0−1(𝑧) < 𝑝0, 0 ≤ deg 𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑝0. (3.2.3)

При этом степень нулевого многочлена deg 0 понимаем в общеприня-

том смысле и считаем равной −1 (или −∞).

Номер 𝑝0, удовлетворяющий условиям (3.2.3), может и не суще-

ствовать, но ниже мы убедимся, что он существует, если, например,

порождающий эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) является оператором

симметризации. Пусть 𝑝𝐴 := {𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1} — непустой упорядоченный

набор целых чисел, удовлетворяющих условиям:

1) 0 ≤ 𝑝0 < ... < 𝑝𝜈−1 ≤ 𝑞 − 1;

2) если 𝑝 ∈ 𝑝𝐴, то deg 𝑎𝑝(𝑧) = 𝑝;

3) если 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} ∖ 𝑝𝐴, то deg 𝑎𝑝(𝑧) < 𝑝.

Совокупность 𝑝𝐴 := {𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1} будем называть индикатором

порождающего эндоморфизма 𝐴 (оператора 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ, операто-

ра 𝜋-свертки 𝐴𝑀𝑆0
, однородного уравнения типа 𝜋-свертки), если она

удовлетворяет условиям 1)–3).

Будем говорить, что индикатор 𝑝𝐴 := {𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1} порождаю-
щего эндоморфизма 𝐴 декомпозиционно периодичен, если выполнены

следующие условия:

1) многочлен 𝑎𝑝0(𝑧) является делителем каждого из многочленов

системы {𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)}, многочлен 𝜋(𝑧) и многочлены

𝑎0(𝑧)

𝑎𝑝0(𝑧)
, ...,

𝑎𝑞−1(𝑧)

𝑎𝑝0(𝑧)
(3.2.4)
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принадлежат кольцу C[𝜉(𝑧)], где 𝜉(𝑧) – некоторый полином из кольца

C[𝑧] (условие декомпозиции);

2) для всех 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈 − 1} выполняется равенство

𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘 = 𝑞0,

где 𝑝𝜈 := 𝑝0 + 𝑞, 𝑞0 – степень deg 𝜉(𝑧) полинома 𝜉(𝑧) (условие перио-

дичности).

Сделаем несколько замечаний. Во-первых, отметим, что 𝑞0 :=

deg 𝜉(𝑧) ≥ 1. При этом, если 𝑝0 = 0 и 𝑞0 = 1, то легко убедиться, что

периодичность индикатора 𝑝𝐴 означает совпадение его с множеством

{0, 1, ..., 𝑞 − 1}. В этом случае 𝜈 = 𝑞, то есть индикатор 𝑝𝐴 в этом

случае является максимальным по числу элементов.

Во-вторых, число 𝜈 элементов в индикаторе 𝑝𝐴 удовлетворяет

условию 𝜈 = 𝑞/𝑞0, значит, 𝑞 = 𝑞0𝜈, то есть 𝜈 = deg �̃�(𝜉), где �̃�(𝜉) –

полином из декомпозиции (�̃� ∘ 𝜉)(𝑧) полинома 𝜋(𝑧).

В-третьих, условия 1) и 2) декомпозиционной периодичности ин-

дикатора 𝑝𝐴 выполняются, если 𝜈 = 1. Действительно, если 𝜈 = 1, то

𝑞0 = 𝑞 и 𝜉(𝑧) = 𝜋(𝑧). Индикатор 𝑝𝐴 включает лишь один элемент 𝑝0 и

условие периодичности индикатора 𝑝𝐴 содержит лишь одно равенство,

выполнение которого следует из определения числа 𝑝𝜈 := 𝑝0 + 𝑞.

В-четвертых, условия 1) и 2) декомпозиционной периодичности

индикатора 𝑝𝐴 выполняются, если 𝑞 ≤ 2. Действительно, случай 𝑞 = 1

сводится к уже рассмотренному случаю. Осталось рассмотреть случай

𝜈 = 2 и 𝑞 = 2. В этом случае 𝑝0 = 0, 𝑞0 = 1 и 𝜉(𝑧) = 𝑧. Многочлен

𝑎0(𝑧) имеет нулевую степень, значит, он совпадает с отличной от ну-

ля константой. Следовательно, условие декомпозиции индикатора 𝑝𝐴
выполнено. При этом индикатор 𝑝𝐴 включает два элемента 𝑝0 = 0 и

𝑝1 = 1 и, значит, условие периодичности индикатора 𝑝𝐴 содержит два

равенства 𝑝1 − 𝑝0 = 𝑞0 и 𝑝2 − 𝑝1 = 𝑞0. Первое равенство выполня-

ется автоматически. Второе равенство следует из определения числа

𝑝𝜈 := 𝑝0 + 𝑞.

В-пятых, условия 1) и 2) декомпозиционной периодичности инди-

катора 𝑝𝐴 выполняются, если 𝜈 = 𝑞. Действительно, в этом случае мно-

гочлен 𝑎0(𝑧) имеет нулевую степень, значит, полином 𝜉(𝑧) совпадает с
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𝑧. Следовательно, условие декомпозиции индикатора 𝑝𝐴 автоматиче-

ски выполнено. Условие периодичности индикатора 𝑝𝐴 тоже выполне-

но, так как в этом случае 𝑞0 = 1 и для любого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑞−1} имеем
𝑝𝑘 = 𝑘. Следовательно, 𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘 = 1 для любого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} и
𝑝𝜈 = 𝑝 = 𝑝0 + 𝑞.

Справедливо следующее предложение.

Предложение 3.2.2. Порождающий эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C)→
𝑂(C) является оператором симметризации только при условии,

что его индикатор 𝑝𝐴 является декомпозиционно периодичным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Будем считать, что

индикатор 𝑝𝐴 порождающего эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) де-

композиционно периодичен. Тогда по условию декомпозиции полином

𝜋(𝑧) и полиномы (3.2.4) принадлежат кольцу C[𝜉(𝑧)], где 𝜉(𝑧) – неко-

торый полином из кольца C[𝑧]. Это означает, что выполнено условие

2) предложения 3.2.1. В силу (3.2.3) полиномы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑝0−1(𝑧) сов-

падают с тождественными нулями, а полином 𝑎𝑝0(𝑧) отличен от тож-

дественного нуля (так как его степень deg 𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑝0 ≥ 0). Таким об-

разом, полином 𝑎𝑝0(𝑧) является первым отличным от тождественного

нуля полиномом среди полиномов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧), значит, по опреде-

лению порождающего эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) его старший

коэффициент 𝑎𝑝0,𝑝0 равен единице. Полином 𝑑(𝑧) := 𝑎𝑝0(𝑧) является

наибольшим общим делителем полиномов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧). При этом

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑑(𝑝)(0)

𝑝!
𝑎𝑝(𝑧) =

𝑝0∑︁
𝑝=0

𝑑(𝑝)(0)

𝑝!
𝑎𝑝(𝑧) =

=
𝑑(𝑝0)(0)

𝑝0!
𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑎𝑝0,𝑝0𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑑(𝑧),

значит, условие 1) предложения 3.2.1 тоже выполнено.

Далее, по условию периодичности для всякого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈−1}
справедливы сотношения

𝑝𝑘+1 − 𝑝0 = (𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘) + ...+ (𝑝1 − 𝑝0) = 𝑞0(𝑘 + 1),
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где 𝑝𝜈 := 𝑝0 + 𝑞. Отсюда вытекает, что индикатор 𝑝𝐴 состоит из целых

чисел

𝑝𝑘 := 𝑞0𝑘 + 𝑝0, 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈 − 1}.

Из определения индикатора 𝑝𝐴 вытекает, что для любого 𝑘 ∈
{0, 1, ..., 𝜈 − 1} степень полинома 𝑎𝑝𝑘(𝑧) равна 𝑝𝑘, а степень поли-

нома �̃�𝑝𝑘(𝜉) равна 𝑘. Значит, система многочленов �̃�𝑝0(𝜉), ..., �̃�𝑝𝜈−1
(𝜉)

линейно независима. По предложению 3.1.4 система многочленов

�̃�𝑝0(𝜉), ..., �̃�𝑝𝜈−1
(𝜉) является базисом в C[�̃�(𝜉)]-модуле C[𝜉]. Следова-

тельно, условие 3) предложения 3.2.1 выполняется.

Факт выполнения условий 1), 2) и 3) предложения 3.2.1 позво-

ляет заключить, что порождающий эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C)

является оператором симметризации. Достаточность доказана.

Необходимость. Предположим, что оператор 𝐴 является опе-

ратором симметризации. Тогда справедливы условия 1), 2) и 3) из

предложения 3.2.1. По условию 3) полиномы �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉) порож-

дают C[�̃�(𝜉)]-модуль C[𝜉]. В силу следствия 3.1 предложения 3.1.3

C[𝜋]-ранг системы {�̃�0(𝜉), ..., �̃�𝑞−1(𝜉)} равен 𝜈 := deg �̃�(𝜉) ≥ 1. Вы-

делим из этой системы независимую над кольцом C[𝜋(𝑧)] подсистему

{�̃�0(𝜉), ..., �̃�𝜈−1(𝜉)}, содержащую 𝜈 элементов. Так как поле C вложено

в кольцоC[𝜋(𝑧)], то система многочленов �̃�0(𝜉), ..., �̃�𝜈−1(𝜉) является ли-

нейно независимой, то есть независимой над полем C. Отсюда следует,

что система многочленов

𝑏0(𝑧) = 𝑑(𝑧)�̃�0(𝜉(𝑧)), ..., 𝑏𝜈−1(𝑧) = 𝑑(𝑧)�̃�𝜈−1(𝜉(𝑧))

тоже является линейно независимой. Здесь 𝑑(𝑧) – наибольший общий

делитель полиномов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧).

По условию 2) имеем 𝑞 = 𝑞0𝜈, где 𝑞0 := deg 𝜉(𝑧) ≥ 1. Кроме этого,

для любого 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} имеет место неравенство deg 𝑎𝑝(𝑧) =

𝑞0 deg �̃�𝑝(𝜉)+𝑛0 ≤ 𝑝, где 𝑛0 := deg 𝑑(𝑧) ≥ 0. Но число deg �̃�𝑝(𝜉) является

целым, значит,

deg �̃�𝑝(𝜉) ≤
[︂
𝑝− 𝑛0

𝑞0

]︂
,

где
[︁
𝑝−𝑛0

𝑞0

]︁
– целая часть числа 𝑝−𝑛0

𝑞0
. Следовательно, deg �̃�𝑝(𝜉) ≤ 𝑝−𝑛0

𝑞0
,
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если 𝑝−𝑛0

𝑞0
∈ Z+, и deg �̃�𝑝(𝜉) < 𝑝−𝑛0

𝑞0
, если 𝑝−𝑛0

𝑞0
̸∈ Z+. Отсюда вы-

текает, что deg 𝑎𝑝(𝑧) ≤ 𝑝, если 𝑝−𝑛0

𝑞0
∈ Z+, и deg 𝑎𝑝(𝑧) < 𝑝, если

𝑝−𝑛0

𝑞0
̸∈ Z+. Значит, равенство deg 𝑎𝑝(𝑧) = 𝑝 может выполняться только,

если 𝑝−𝑛0

𝑞0
∈ Z+. Последнее включение означает, что

𝑝 = 𝑝𝑘 := 𝑞0𝑘 + 𝑛0 ≤ 𝑞 − 1, 𝑘 ∈ Z+.

Так как 𝑞 = 𝑞0𝜈, то 𝑝𝜈 := 𝑞0𝜈+𝑛0 = 𝑞+𝑛0 > 𝑞−1. Таким образом, ли-

нейно независимая подсистема {𝑏0(𝑧), ..., 𝑏𝜈−1(𝑧)} ⊆ {𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)}
обязана совпасть с системой многочленов 𝑎𝑝0(𝑧), ..., 𝑎𝑝𝜈−1

(𝑧). Значит,

для любого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈 − 1} выполняются соотношения

deg 𝑎𝑝𝑘(𝑧) = 𝑝𝑘 ≤ 𝑞 − 1.

Следовательно, индикатор 𝑝𝐴 порождающего эндоморфизма 𝐴 :

𝑂(C)→ 𝑂(C) совпадает с множеством {𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1}. При этом 𝑝0 = 𝑛0,

𝑝𝜈 = 𝑞0𝜈+𝑛0 = 𝑝0+𝑞 и 𝑝𝜈−𝑝𝜈−1 = 𝑝0+𝑞−𝑝𝜈−1 = 𝑝0+𝑞0−𝑛0 = 𝑞0, значит,

для всех 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈−1} выполняется равенство 𝑝𝑘+1−𝑝𝑘 = 𝑞0. Это

означает, что индикатор 𝑝𝐴 удовлетворяет условию периодичности.

Осталось показать, что индикатор 𝑝𝐴 удовлетворяет условию де-

композиции. Действительно, из равенства 𝑝0 = 𝑛0 вытекает, что по-

линомы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑝0−1(𝑧) совпадают с тождественными нулями. При

этом из условия 1) предложения 3.2.1 вытекает, что

𝑑(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑑(𝑝)(0)

𝑝!
𝑎𝑝(𝑧) =

𝑝0∑︁
𝑝=0

𝑑(𝑝)(0)

𝑝!
𝑎𝑝(𝑧) = 𝑎𝑝0(𝑧).

Следовательно, полиномы (3.2.4) принадлежат кольцу C[𝜉(𝑧)]. Пред-

ложение доказано. �

3.3. Общее решение однородного уравнения

𝜋-свертки

Сейчас мы готовы перейти к решению задачи экспоненциального

синтеза.
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1. Дуальный аннулятор однородного уравнения 𝜋-сверт-

ки. Множество решений однородного уравнения 𝜋-свертки (1.4.1) обо-

значим 𝑊𝑆0
. Множество 𝑊𝑆0

совпадает с ядром оператора 𝜋-свертки

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω) → 𝑂(𝑈𝜀′) и по предложению 1.3.3 является замкну-

тым 𝜋(𝐷)-инвариантным подпространством в 𝑂(Ω). Нам потребует-

ся строение дуального аннулятора 𝐼𝑆0
:= 𝐿Ω(𝑊 0

𝑆0
) подпространства

𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω), где 𝐿Ω : 𝑂*(Ω) → 𝑃 (Ω) – преобразование Лапласа, 𝑊 0

𝑆0

– аннулятор подпространства 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) в сильном сопряженном

пространстве 𝑂*(Ω).

Пусть 𝑔1(𝑧), ..., 𝑔𝑛(𝑧) ∈ 𝑃 (Ω). Совокупность комбинаций

{𝑝1(𝑧)𝑔1(𝑧) + ...+ 𝑝𝑛(𝑧)𝑔𝑛(𝑧) : 𝑝𝑘(𝑧) ∈ C[𝜋(𝑧)]}

называется C[𝜋(𝑧)]-оболочкой системы функций 𝑔1(𝑧), ..., 𝑔𝑛(𝑧),

а ее замыкание в топологии пространства 𝑃 (Ω) называется за-

мкнутой C[𝜋(𝑧)]-оболочкой системы функций 𝑔1(𝑧), ..., 𝑔𝑛(𝑧) в

пространстве 𝑃 (Ω). Замкнутую C[𝜋(𝑧)]-оболочку системы функ-

ций {𝑎0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)𝜙0(𝑧)} обозначим через 𝐼𝜙0,𝐴. Здесь

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) – полиномиальные коэффициенты эндоморфизма

𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C), 𝜙0(𝑧) – характеристическая функция однородного

уравнения 𝜋-свертки (1.4.1).

Справедливо следующее предложение.

Предложение 3.3.1. Дуальный аннулятор 𝐼𝑆0
⊆ 𝑃 (Ω) за-

мкнутого подпространства 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) совпадает с за-

мкнутой C[𝜋(𝑧)]-оболочкой оболочкой 𝐼𝜙0,𝐴 системы функций

{𝑎0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)𝜙0(𝑧)} в пространстве 𝑃 (Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу рефлексивности про-

странства 𝑂(Ω) второе сопряженное отображение
(︀
𝐴𝑀 *

𝑆0

)︀*
совпада-

ет с отображением 𝐴𝑀𝑆0
: 𝑂(Ω) → 𝑂(𝑈𝜀′). Значит, подпространство

𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω) совпадает с замыканием в пространстве 𝑂*(Ω) полного

образа 𝐴𝑀 *
𝑆0

(𝑂*(𝑈𝜀′)). Следовательно, дуальный аннулятор 𝐼𝑆0
совпа-

дает с замыканием в 𝑃 (Ω) полного образа 𝐴𝑀~
𝑆0

(𝑃 (𝑈𝜀′)), где 𝐴𝑀~
𝑆0



87

– дуальный оператор по отношению к оператору 𝐴𝑀𝑆0
. По лемме 2

статьи [72] оператор 𝐴𝑀~
𝑆0
действует по правилу

𝑃 (𝑈𝜀′)→ 𝑃 (Ω) | 𝑔(𝑧) ↦→ 𝜙0(𝑧)𝐴(𝑔(𝑧)).

Значит, полный образ 𝐴𝑀~
𝑆0

(𝑃 (𝑈𝜀′)) совпадает с замыканием в 𝑃 (Ω)

множества {𝜙0(𝑧)𝐴(𝑔(𝑧)) : 𝑔(𝑧) ∈ 𝑃 (𝑈𝜀′)}. При этом частичные суммы

𝑔𝑛(𝑧) ряда Тейлора функции 𝑔(𝑧) ∈ 𝑃 (𝑈𝜀′) сходятся к ней в топологии

пространства 𝑃 (𝑈𝜀′), значит, 𝐴(𝑔𝑛(𝑧)) → 𝐴(𝑔) в пространстве 𝑃 (𝑈𝜀′)

и 𝜙0(𝑧)𝐴(𝑔𝑛(𝑧))→ 𝜙0(𝑧)𝐴(𝑔(𝑧)) в топологии пространства 𝑃 (Ω). Зна-

чит, любой элемент множества {𝜙0(𝑧)𝐴(𝑔(𝑧)) : 𝑔(𝑧) ∈ 𝑃 (𝑈𝜀′)} мож-
но аппроксимировать в топологии пространства 𝑃 (Ω) функциями из

множества {𝑝(𝑧)𝜙0(𝑧) : 𝑝(𝑧) ∈ 𝐴(C[𝑧])}. По определению оператора

𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) образ 𝐴(C[𝑧]) совпадает с подмодулем C[𝜋(𝑧)]-мо-

дуля C[𝑧] порождаемым многочленами 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧). Это означает,

что дуальный аннулятор 𝐼𝑆0
совпадает с замкнутой C[𝜋(𝑧)]-оболоч-

кой системы функций {𝑎0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)𝜙0(𝑧)}, то есть совпадает
с 𝐼𝜙0,𝐴. Предложение доказано. �

2. Аппроксимационная теорема. В этом разделе мы опишем

условия, при которых элементарные решения однородного уравнения

𝜋-свертки плотны в подпространстве всех решений этого уравнения.

Для формулировки основной теоремы определим используемые в ней

обозначения и терминологию (опуская детали, которого рассмотрены

выше в разных разделах и подразделах данной работы).

Пусть 𝜋(𝑧) — многочлен степени 𝑞 из кольца C[𝑧], 𝑔(𝑧) — целая

функция,

𝑔(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑧𝑝𝑔𝑝(𝑧)

— ее 𝜋-симметричное представление на C. Коэффициенты 𝑔𝑝(𝑧), 𝑝 ∈
{0, 1, ..., 𝑞 − 1} этого представления определяются однозначно и явля-
ются целыми 𝜋-симметричными функциями. Непрерывный эндомор-

физм 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) называем порождающим, если он действую-
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щий по правилу

𝐴 : 𝑔(𝑧) ↦→
𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝 (𝑧) 𝑔𝑝(𝑧),

где 𝑔𝑝(𝑧), 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} – коэффициенты 𝜋-симметричного пред-

ставления целой функции 𝑔(𝑧); {𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)} – произвольный на-
бор многочленов из кольца C[𝑧], удовлетворяющих условиям:

1) для любого 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1} степень 𝑞𝑝 полинома 𝑎𝑝(𝑧) не

превосходит 𝑝;

2) старший коэффициент первого отличного от тождественного

нуля полинома 𝑎𝑝0 равен единице.

Пусть 𝑆0 — произвольный линейный непрерывный функционал

на пространстве аналитических функций 𝑂(Ω), Ω — односвязная об-

ласть в комплексной плоскости C. Можно считать, что односвязная

область Ω0 вложена в Ω и функционал 𝑆0 определен и непрерывен

на пространстве 𝑂(Ω0). Более того, можно считать, что Ω0 + 𝑈 ⊆ Ω,

где 𝑈 — некоторый открытый круг с центром в нуле. Если область Ω

является выпуклой, то и область Ω0 можно считать выпуклой.

Рассмотрим линейный дифференциальный оператор бесконечно-

го порядка

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧) ↦→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
(𝐷𝑛𝑓) (𝜁),

где 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) — порождающий эндоморфизм и ℎ ∈ 𝑈 . Опе-
ратор 𝐴𝑇ℎ действует непрерывно из 𝑂(Ω) в 𝑂(Ω0), называется опе-

ратором 𝜋-сдвига и является оператором 𝐴-сдвига. Произвольный ли-

нейный непрерывный функционал 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω0) порождает линейный

оператор

𝐴𝑀𝑆0
: 𝑓 ↦→ ⟨𝑆0, 𝐴𝑇ℎ(𝑓)⟩ ,

который действует непрерывно из 𝑂(Ω) в 𝑂(𝑈), называется операто-

ром 𝜋-свертки и является оператором 𝐴-свертки. Его ядро совпадает

с множеством решений уравнения

𝐴𝑀𝑆0
(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω),

которое обычно называют однородным уравнением 𝜋-свертки.
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Напомним, что эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) называется опе-

ратором симметризации, если

𝐴(𝑑(𝑧)) = 𝑑(𝑧), 𝐴(C[𝑧]) = 𝑑(𝑧)C[𝜉(𝑧)],

где 𝑑(𝑧) и 𝜉(𝑧) — некоторые многочлены из кольца C[𝑧]. Индикатором

порождающего эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) называется упорядо-

ченное множество 𝑝𝐴 := {𝑗0, ..., 𝑗𝜈−1}, определенное по правилу:

𝑗𝑘 ∈ 𝑝𝐴 ⇔ 𝑗𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1}, deg 𝑎𝑗𝑘(𝑧) = 𝑗𝑘.

Говорим, что индикатор 𝑝𝐴 декомпозиционно периодичен, если выпол-

нены условия:

𝑗𝑘+1 − 𝑗𝑘 = 𝑞0, 𝑗0 = 𝑝0, 𝑗𝜈 = 𝑝0 + 𝑞 (условие периодичности),

𝜋(𝑧),
𝑎0(𝑧)

𝑎𝑝0(𝑧)
, ...,

𝑎𝑞−1(𝑧)

𝑎𝑝0(𝑧)
∈ C[𝜉(𝑧)] (условие декомпозиции),

где 𝑞0 – степень полинома 𝜉(𝑧) ∈ C[𝑧].

Теорема 3.3.1. Пусть область Ω ⊆ C является выпуклой.

Для того чтобы для однородного уравнения 𝜋-свертки была спра-

ведлива аппроксимационная теорема достаточно, а если порожда-

ющие полиномы 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) являются мономами, то и необхо-

димо, чтобы порождающий эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) являлся

оператором симметризации.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Пусть Ω — вы-

пуклая область и 𝑆0 ∈ 𝑂*(Ω), 𝜙0(𝑧) — характеристическая функцией

вункционала 𝑆0,

𝐴𝑀𝑆0
(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω)

— однородное уравнение 𝜋-свертки. В силу предложения 1.2.3 при лю-

бом 𝜀 > 0 выполняется неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

(︂
|𝐴(𝑧𝑛)|
exp 𝜀 |𝑧|

)︂ 1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
,
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значит, по предложению (1.2.9) однородное уравнение 𝜋-свертки мож-

но записать в виде⟨
𝑆0,

∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝐴(𝑧𝑛)(𝐷)(𝑓)

⟩
= 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω). (3.3.1)

Предположим, что порождающий эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) яв-

ляется оператором симметризации. По теореме 3.2.2 индикатор 𝑝𝐴 =

{𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1} эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) декомпозиционно пери-

одичен, то есть для него выполнены условия декомпозиции и перио-

дичности. Из условия декомпозиции индикатора 𝑝𝐴 вытекает, что

𝜋(𝑧) = �̃�(𝜉(𝑧)),

где �̃�(𝑧) и 𝜉(𝑧) — полиномы из кольца C[𝑧]. Пусть 𝜈 := deg �̃�(𝑧),

𝑞0 := deg 𝜉(𝑧) и 𝜈𝑞0 = 𝑞. Полином 𝑎𝑝0(𝑧) является наибольшим общим

делителем 𝑑(𝑧) многочленов 𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) и 𝑎𝑝(𝑧) = 𝑎𝑝0(𝑧)�̃�𝑝(𝜉(𝑧))

для любого 𝑝 ∈ {0, 1, ..., 𝑞 − 1}, где �̃�𝑝(𝑧) ∈ C[𝑧]. Из определение опе-

ратора симметризации и равенства 𝑎𝑝0(𝑧) = 𝑑(𝑧) вытекает, что

𝐴(𝑎𝑝0(𝑧)) = 𝑎𝑝0(𝑧), 𝐴(C[𝑧]) = 𝑎𝑝0(𝑧)C[𝜉(𝑧)].

Пусть 𝑔0(𝑧), ..., 𝑔𝑞−1(𝑧) — коэффициенты �̃�-симметричного пред-

ставления целой функции 𝑔(𝜉). Рассмотрим линейный оператор

𝐴 : 𝑂(C)→ 𝑂(C) | 𝑔(𝑧) ↦→
𝜈−1∑︁
𝑘=0

�̂�𝑝𝑘 (𝑧) 𝑔𝑘(𝑧)

и порождаемый им оператор �̃�-сдвига

𝐴𝑇ℎ : 𝑓(𝑧)→
∞∑︁
𝑛=0

𝐴(𝑒ℎ𝑧)(𝑛)(0)

𝑛!
(𝐷𝑛)(𝑓).

Отметим, что коэффициенты �̂�𝑝0 (𝑧) , ..., �̂�𝑝𝜈−1
(𝑧) удовлетворяют

условию

�̂�𝑝𝑘 (𝑧) :=
𝑎𝑝𝑘 (𝑧)

𝑎𝑝0 (𝑧)
= �̃�𝑝𝑘 (𝜉(𝑧)) , 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈 − 1}.
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Пусть 𝜙0(𝑧) := 𝑎𝑝0(𝑧)𝜙0(𝑧), 𝑆0 — аналитический функционал из 𝑂*(Ω)

с характеристической функцией 𝜙0(𝑧). Рассмотрим однородное урав-

нение �̃�-свертки

𝐴𝑀𝑆0
(𝑓) = 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω).

В силу предложения 1.2.3 при любом 𝜀 > 0 выполняется неравенство

lim
𝑛→∞,𝑧→∞

1

𝑛

⎛⎝
⃒⃒⃒
𝐴(𝑧𝑛)

⃒⃒⃒
exp 𝜀 |𝑧|

⎞⎠
1
𝑛

≤ 1

𝜀𝑒
,

значит, по предложению (1.2.9) однородное уравнение �̃�-свертки мож-

но записать в виде⟨
𝑆0,

∞∑︁
𝑛=0

ℎ𝑛

𝑛!
𝐴(𝜉𝑛)(𝐷)(𝑓)

⟩
= 0, 𝑓 ∈ 𝑂(Ω). (3.3.2)

Отметим, что �̂�𝑝0(𝑧) =
𝑎𝑝0(𝑧)

𝑎𝑝0(𝑧) = 1 для любого 𝑧 ∈ C, значит, 𝐴(1) = 1.

При этом по условию периодичности индикатора 𝑝𝐴 = {𝑝0, ..., 𝑝𝜈−1}
для любого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝜈 − 1} степень полинома �̃�𝑝𝑘 (𝜉) равна 𝑝𝑘, зна-

чит, система полиномов {�̃�𝑝0(𝜉), ..., �̃�𝑝𝜈−1
(𝜉)} линейно независима. По

предложению 3.1.4 система полиномов {�̃�𝑝0(𝜉), ..., �̃�𝑝𝜈−1
(𝜉)} является

базисом в C[�̃�(𝜉)]-модуле C[𝜉]. Отсюда вытекает, что система полино-

мов {�̂�𝑝0(𝑧), ..., �̂�𝑝𝜈−1
(𝑧)} = {�̃�𝑝0(𝜉(𝑧)), ..., �̃�𝑝𝜈−1

(𝜉(𝑧))} является базисом

в C[𝜋(𝑧)]-модуле C[𝜉(𝑧)]. Значит, 𝐴(C[𝑧]) = C[𝜉(𝑧)]. Таким образом,

для порождающего эндоморфизма 𝐴 : 𝑂(C) → 𝑂(C) выполняются

равенства:

𝐴(1) = 1, 𝐴(C[𝑧]) = C[𝜉(𝑧)].

Это означает, что оператор 𝐴 является оператором 𝜉-симметризации

в обычном (не обобщенном) смысле и по теореме 2 из работы [72] для

уравнения (3.3.2) выполняется аппроксимационная теорема.

Нам осталось показать, что множество решений уравнения (3.3.1)

(замкнутое подпространство𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω)) совпадает с множеством ре-

шений уравнения (3.3.2) (замкнутым подпространством 𝑊𝑆0
⊆ 𝑂(Ω)).

Для этого нам достаточно показать, что совпадают дуальные аннуля-

торы подпространств 𝑊𝑆0
и 𝑊𝑆0

, то есть 𝐼𝑆0
:= 𝑊~

𝑆0
= 𝑊~

𝑆0
=: 𝐼𝑆0

.
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По предложению 3.3.1 𝐼𝑆0
совпадает с замкнутой C[𝜋(𝑧)]-оболочкой

оболочкой системы функций {𝑎0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧)𝜙0(𝑧)}, а 𝐼𝑆0
сов-

падает с замкнутой C[𝜋(𝑧)]-оболочкой оболочкой системы функций

{�̂�𝑝0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., �̂�𝑝𝜈−1
(𝑧)𝜙0(𝑧)} = {𝑎𝑝0(𝑧)𝜙0(𝑧), ..., 𝑎𝑝𝜈−1

(𝑧)𝜙0(𝑧)} в про-

странстве 𝑃 (Ω). Значит, дуальные аннуляторы 𝐼𝑆0
и 𝐼𝑆0

совпадают,

так как они оба совпадают с замыканием множества функций вида

𝑟(𝑧)𝑎𝑝0(𝑧)𝜙0(𝑧), 𝑟(𝑧) ∈ C[𝜉(𝑧)] в топологии пространства 𝑃 (Ω). Доста-

точность доказана.

Необходимость. Предположим, что порождающие полиномы

𝑎0(𝑧), ..., 𝑎𝑞−1(𝑧) являются мономами 𝑐0, 𝑐1𝑧, ..., 𝑐𝑞−1𝑧
𝑞−1 соответствен-

но (см. 1.2.9)). В этом случае непрерывный эндоморфизм 𝐴 : 𝑂(Ω)→
𝑂(Ω) принимает следующий вид

𝐴(𝑔(𝑧)) :=

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑎𝑝(𝑧)𝑔𝑝(𝑧) =

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝𝑧
𝑝𝑔𝑝(𝑧),

а оператор 𝜋-сдвига 𝐴𝑇ℎ : 𝑂(Ω) → 𝑂(Ω0) совпадает с оператором 𝑞-

стороннего сдвига

𝑓(𝑧)→
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ),

где коэффициенты 𝑏0, ..., 𝑏𝑞−1 ∈ C определяются по правилу

𝑏𝑘 :=
1

𝑞

𝑞−1∑︁
𝑝=0

𝜀−𝑝𝑘𝑞 𝑐𝑝, 𝑘 ∈ {0, ..., 𝑞 − 1}.

При этом однородное уравнение 𝜋-свертки принимает вид⟨
𝑆,

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑓(𝑧 + 𝜀𝑘𝑞ℎ)

⟩
= 0, 𝑓(𝑧) ∈ 𝑂(Ω),

то есть превращается в однородное уравнение 𝑞-сторонней свертки.

Для таких уравнений аппроксимационная теорема выполнена только

в том случае, когда индикатор 𝑝𝐴 этого уравнения является перио-

дичным (результат Александра Татаркина). Если индикатор 𝑝𝐴 од-

нородного уравнения 𝑞-сторонней свертки является периодичным, то
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как легко убедиться условие декомпозиции для него выполняется ав-

томатически. Значит, по предложению 3.2.2 аппроксимационная тео-

рема для однородного уравнения 𝜋-свертки справедлива только в том

случае, в котором эндоморфизм 𝐴 — оператор симметризации. Все

доказано. �
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Заключение

Проведеные исследования показывают, что однородные уравне-

ния 𝜋-свертки в выпуклой области комплексной плоскости наследуют

и развивают общие свойства однородных уравнений типа 𝑞-сторонней

свертки. Этот вывод распространяется и на свойства, связанные с за-

дачей экспоненциального анализа, и на свойства, связанные с задачей

экспоненциального синтеза.

Решение задачи экспоненциального анализа удалось провести

в общем виде и получить окончательные, завершенные результаты.

Решение задачи экспоненциального синтеза тесно связано с решени-

ем аналогичной задачи для однородных уравнений типа 𝑞-сторонней

свертки и глубина общих исследований в этом направлении опреде-

ляется глубиной исследования задачи экспоненциального синтеза для

однородных уравнений типа 𝑞-сторонней свертки. Полученные в этом

направлении общие результаты не являются окончательными и пред-

полагают дальнейшие исследования открытых вопросов. Например,

остается открытым вопрос описания необходимых и достаточных усло-

вий выполнения аппроксимационной теоремы для однородного урав-

нения 𝜋-свертки. В данной диссертации найдено лишь некоторое точ-

ное условие. Оно является достаточным, но необходимым оно является

лишь для уравнений частного вида.
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