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Введение 

Актуальность темы. Популярность высокопористых материалов в последнее 

время очень сильно возросла. Это напрямую связано с тем, что они широко используются 

в различных областях нашей жизни. Например, применение пенообразных материалов 

можно встретить как в простых упаковочных материалах, так и в сложных топливных 

элементах солнечных панелей. Как правило, они имеют пенообразную, ячеистую, 

клеточную или сотовую структуру, благодаря этому такие материалы обладают рядом 

преимуществ, таких как относительно высокая жесткость при малой плотности или низкая 

теплопроводность. 

Раньше, как правило, использовались естественные пористые материалы или 

искусственные материалы со случайным распределением пор. В таких структурах размеры 

пор могут очень сильно отличаться друг от друга, что впоследствии могут приводить к 

возникновению анизотропных свойств, даже если материал каркаса изначально являлся 

изотропным. Кроме того, как правило, основные физические характеристики пористого 

композита будут зависеть только от общей пористости всего материала. Сейчас, благодаря 

современным методам производства, можно создавать высокопористые материалы, 

обладающие правильными структурами. В таких упорядоченных структурах основные 

физические характеристики материала зависят не только от пористости, но и от 

геометрической конфигурации самой структуры. Более того, сейчас наблюдается 

значительный рост интереса в изучении наноразмерных пористых материалов. Это связано 

с развитием нанотехнологий и современными практическими применениями 

наноустройств и наноструктурированных материалов, так и с возникновением у материалов 

на наноуровне некоторых аномальных физических свойств, которые невозможно описать в 

рамках обычной механики. 

Таким образом, актуальность данной работы определяется перспективностью 

разработки численных методов, математических моделей и программных средств для 

компьютерного исследования высокопористых структур как на макро, так и на наноуровне. 

Важной задачей является создание предсказательных моделей не только для определения 

эффективных механических свойств, но и для поиска оптимальной геометрической 

структуры пористого материала. 

Кроме того, актуальность темы подтверждается наличием большого числа 

исследований высокопористых материалов, проведенных другими авторами. В этих 

работах было представлено множество результатов, полученных теоретическими и 
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экспериментальными методами. Также другими учеными проводилось и конечно-

элементное моделирование высокопористых материалов. Однако, в этих работах, как 

правило, моделировались только ячейки стандартного вида или регулярные решетки. В 

данной диссертационной работе рассматривались как ячейки с различной геометрической 

структурой, так и регулярные и нерегулярные решетки. Все полученные модели были также 

расширены до наномасштабных. Для наноструктурированных упругих материалов со 

случайной структурой пористости были также рассмотрены задачи гомогенизации с учетом 

поверхностных напряжений для некоторых классов анизотропных материалов.  

Целью данной работы является разработка математических и компьютерных 

моделей для решения задач гомогенизации композитов и численное исследование 

эффективных механических свойств пористых и высокопористых материалов как на макро, 

так и на наноуровне, включая исследование механических свойств таких материалов при 

различных конфигурациях геометрической структуры. 

Для реализации указанной цели были решены следующие задачи: 

в области математического моделирования –  

• постановка задач гомогенизации для каркаса пористого анизотропного упругого 

материала и для композита, составленного из двух фаз: анизотропного упругого 

материала и пустот, моделируемых гипотетическим упругим материалом с малыми 

упругими жесткостями; 

• постановка задач гомогенизации для наноструктурированных пористых материалов 

гексагонального класса сингонии при учете размерного эффекта по теории 

поверхностных или интерфейсных напряжений Гуртина-Мурдоха в представительных 

объемах гексагональной структуры;  

в области численных методов – 

• разработка конечно-элементных моделей кубических представительных объемов для 

пористых композитов с возможностями учета поверхностных или интерфейсных 

напряжений; 

• разработка конечно-элементных моделей регулярных и нерегулярных решеток, 

основанных на ячейках Гибсона-Эшби, для материалов с различной пористостью; 

в области разработки программных комплексов – 
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• разработка комплексов компьютерных программ для построения кубических конечно-

элементных представительных объемов двухфазных композитов с возможностями 

размещения интерфейсных элементов и конечно-элементных представительных 

объемов для структур, состоящих из ячеек Гибсона-Эшби; 

• разработка компьютерных программ для расчета полного набора эффективных модулей 

упругих пористых материалов рассматриваемых классов с возможностями учета 

поверхностных или интерфейсных напряжений. 

Научная новизна данной работы состоит в следующем. 

1. Разработаны модели гомогенизации пористых анизотропных упругих композитов с 

возможностями учета поверхностных или интерфейсных напряжений по методу 

эффективных модулей, поддерживающие энергетические соотношения Хилла. 

2. Разработаны конечно-элементные модели нанокомпозитов, учитывающие 

поверхностные напряжения Гуртина-Мурдоха.  

3. Разработаны специальные алгоритмы для размещения интерфейсных конечных 

элементов на гранях контакта элементов различных фаз композита. 

4. Разработаны алгоритмы для расчета полного набора эффективных модулей жесткости 

для композитов с произвольными типами как физической, так и геометрической 

анизотропии. 

5. Разработаны конечно-элементные модели композитов различной геометрической 

конфигурации, основанные на ячейке Гибсона-Эшби. 

6. Разработаны алгоритмы для генерации регулярных и нерегулярных решеток, 

составленных из ячеек Гибсона-Эшби. 

7. Проведены численные эксперименты и последующий анализ результатов решения задач 

гомогенизации пористых композитов с поверхностями напряжениями и 

высокопористых ячеистых композитов. 

Основные результаты и положения, выносимые на защиту 

в области математического моделирования: 

• модели двухфазных пористых композитов и трехфазных композитов, состоящих из 

упругой матрицы, пор и интерфейсных границ со своими поверхностными свойствами;  

• математическое обоснование методов гомогенизации пористых композитов с учетом 

поверхностных или интерфейсных напряжений; 

в области численных методов: 



6 
 

• модели и алгоритмы построения представительных объемов, учитывающие 

внутреннюю структуру пористых композитов с мембранными элементами на границах 

между матрицей материала и порами; 

• модели и алгоритмы построения представительных объемов высокопористых 

композитов, составленных из регулярных и нерегулярных ячеек Гибсона-Эшби; 

• модификации моделей и алгоритмов построения представительных объемов 

композитов, составленных из ячеек Гибсона-Эшби при средней и малой пористости; 

• конечно-элементные методы и алгоритмы, реализующие технологию вычисления 

эффективных механических свойств;  

в области программного обеспечения: 

• специализированные программы, разработанные для APDL ANSYS и предназначенные 

для вычисления в ANSYS эффективных модулей пористых упругих композитов, в том 

числе с учетом наличия поверхностных или интерфейсных напряжений;  

общие результаты: 

• результаты компьютерных экспериментов, анализ эффективных модулей жесткости 

пористых композитов. 

Теоретическая и практическая значимость. Научная значимость заявляемых 

результатов связана с комплексным развитием методов моделирования, конечно-

элементных технологий и программного инструментария для определения эффективных 

свойств пористых и высокопористых композитов с усложненными механическими 

свойствами, такими как поверхностные напряжения и/или анизотропия. Разработанные 

программы и инструменты позволяют прогнозировать механические свойства пористых 

композитов с различной геометрией и, следовательно, упростить и удешевить процесс 

создания материалов с наиболее подходящей структурой для определенных целей. 

На разных этапах выполнения настоящее диссертационное исследование было 

поддержано следующими грантами: 

– грант РНФ №15–19-10008 «Методы микроструктурного нелинейного анализа, волновой 

динамики и механики композитов в исследовании и дизайне современных метаматериалов 

и элементов конструкций на их основе», 2015-2019, рук. М.А. Сумбатян;  

– грант РФФИ № 16–01-00785 «Размерное моделирование пьезоэлектрических композитов 

с граничными и межфазными поверхностными эффектами», 2016-2018, рук. А.В. Наседкин;  

– грант проектной части госзадания Минобрнауки 9.1001.2017/ПЧ «Моделирование микро- 

и наноструктурированных композитных материалов со связанностью физико-
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механических полей: теория, алгоритмы и программный инструментарий», 2017-2019, рук. 

А.В. Наседкин; 

– грант Правительства РФ № 075–15-2019-1928 «Модели, алгоритмы и программные 

средства для многомасштабного анализа новых материалов и физически активных сред», 

2021, рук., ведущий ученый Ч.-Ч. Бай; 

– грант РФФИ (Аспиранты) № 20–31–90057  «Моделирование и определение эффективных 

свойств пористых анизотропных упругих материалов с учетом внутренней структуры и 

поверхностных напряжений», 2020-2022, рук. А.В. Наседкин; осн. исполн., аспирант 

А.С. Корниевский; 

– грант РНФ № 22–11–00302 «Моделирование гидроакустических пьезопреобразователей 

и пьезогенераторов «зеленой энергии» с активными элементами, выполненными из 

композитной пьезокерамики», 2023, рук. А.В. Наседкин. 

Методы исследования.  

В работе рассматривались обычные пористые материалы, высокопористые 

материалы и наноразмерные пористые материалы.  

Как известно, наноразмерные материалы обладают некоторыми свойствами, 

которые не проявляются в макромасштабах. Существует множество теорий, объясняющих 

такой эффект. Наиболее популярной является модель Гуртина-Мурдоха (Gurtin – Murdoch), 

согласно которой на границы наноразмерного материала накладываются дополнительные 

упругие плоские мембраны, обладающие поверхностным напряжением. 

В связи с этим, при моделировании пористых композиционных материалов на 

наноразмерном уровне использовались следующие связанные между собой подходы:  

– введение в модели соотношений, отражающих эффекты существования поверхностных 

напряжений в рамках теории Гуртина-Мурдоха для анизотропных упругих сред;  

– добавление интерфейсных межфазных границ в рамках теории Гуртина-Мурдоха;  

– дополнительные вычисления при решении задач гомогенизации напряжений на 

интерфейсных границах и их средних значений. 

Для пористых композитных материалов развивались методы гомогенизации 

смесевых упругих композитов, состоящих из матрицы основного материала; из пор, 

которые рассматриваются как частный случай включений с пренебрежимо малыми 

жесткостями; и из интерфейсных слоев с поверхностными материальными модулями. При 
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исследованиях задач на микро- и наноуровнях использовались методы гомогенизации для 

неоднородных задач с краевыми условиями, принятыми в методе эффективных модулей, а 

также с интерфейсными условиями для поверхностных эффектов на границах раздела фаз. 

Таким образом, в работе использовались методы осреднения механики композитов, 

основанные на моделях для неоднородных анизотропных упругих сред с поверхностными 

эффектами, методы эффективных модулей и многомасштабного моделирования. 

Среди множества моделей, описывающих эффективные свойства пенообразных 

материалов, была выбрана наиболее популярная в настоящий момент аналитическая 

модель Гибсона-Эшби, основанная на одноименной ячейке. Однако, в данной работе 

исследовались как обычные пористые материалы, так и высокопористые материалы 

различной пористости и геометрической структуры, в связи с чем рассматривались также 

видоизмененные ячейки Гибсона-Эшби. Из-за широкой вариативности структуры ячеек и 

разнообразия поставленных задач для нахождения эффективных свойств использовался 

метод конечных элементов. Данный подход позволяет решать задачи гомогенизации не 

только при различной геометрии, но и при различных материальных свойствах и 

количестве фаз, рассматриваемого композита.  

Разработан набор программ на языке APDL ANSYS, позволяющий строить ячейки 

Гибсона-Эшби различной конфигурации и произвольные решетки, составленные из таких 

ячеек. Написаны алгоритмы, сохраняющие связность, строящихся нерегулярных решеток. 

Кроме того, модель была построена таким образом, что можно автоматически изменять 

масштаб конечно-элементного разбиения. Это позволило при проведении вычислительных 

экспериментов сначала исследовать сходимость конечно-элементной модели, выбрать 

оптимальный размер разбиения и затем выполнять дальнейшие численные эксперименты. 

В качестве конечного элемента был выбран стандартный гексаэдральный элемент 

SOLID185 из библиотеки ANSYS, который имеет восемь узлов с тремя степенями свободы 

перемещений в каждом узле. 

Для конечно-элементного исследования пористых наноразмерных композитов 

разработаны программы, которые автоматически накладывают мембранные 

(пластинчатые) элементы на поверхности представительного объема. В качестве конечного 

элемента был выбран четырехузловой элемент SHELL181 с шестью степенями свободы 

перемещений и углов поворота в каждом узле с опцией мембранных напряжений, при 

которой степени свободы углов поворота отсутствуют. 
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После построения необходимой модели и разбиения ее конечными элементами 

численно решались шесть задач с заданными перемещениями (три задачи о растяжении и 

три сдвиговых задачи), которые в совокупности позволили найти все компоненты 

эффективной матрицы жесткостей для композита с произвольным классом анизотропии. 

Достоверность полученных результатов основана на использовании классических 

методов гомогенизации композитов в совокупности с методом конечных-элементов. 

Моделирование поверхностных эффектов было основано на теории Гуртина-Мурдоха, а в 

качестве высокопористой структуры была взята модель, базирующаяся на ячейке Гибсона-

Эшби. Оба подхода являются достаточно популярными, неоднократно применялись при 

исследовании композитных структур и подтверждались экспериментально. Кроме того, все 

предложенные в данной работе модели сравнивалась с известными частными случаями. 

Структура и объем работы. 

Диссертация состоит из введения, 3 глав, заключения, списка литературы и 

приложения. Объем работы составляет 120 страниц, включая 59 рисунков и 3 таблицы. 

Список литературы содержит 110 наименований. 
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Глава 1. Математические модели и конечно-элементные методы 

гомогенизации пористых материалов 

1.1. Методы моделирования пористых упругих тел и композитных материалов 

На протяжении многих лет человек использует природные материалы для создания 

различных инструментов. Сперва для этих целей применялись подручные материалы, такие 

как древесина, камни или кости, большинство из которых являются пористыми. Со 

временем человек сначала научился производить металлические инструменты, а затем 

использовать и пластик в своих целях. Искусственно полученные материалы стали 

эффективнее и надежнее. Очевидно, что с увеличением пористости, уменьшается жесткость 

и прочность материалов. Поэтому, на первый взгляд может показаться, что использование 

пористых материалов осталось в прошлом. Но это далеко не так, сейчас существует 

множество технологий, специально формирующих пустоты в металлических сплавах. 

Кроме того, развитие производства пластиков совместно с технологиями 3D-печати 

позволяют создавать материалы не только с заранее известной пористостью, но и с заранее 

заданной структурой. Пористые материалы обладают удачным сочетанием механических и 

физических характеристик. Например, они могут иметь относительно высокую жесткость 

в сочетании с низкой плотностью и низкой теплопроводностью. Также они обладают 

высокими звукоизоляционными свойствами и способны поглощать вибрацию или удары. 

Благодаря всем этим качествам, сегодня пористые материалы окружают нас повсюду: от 

простых упаковочных или изоляционных материалов, до сложных конструкционных 

элементов в аэрокосмической отрасли. 

Что же такое пористые материалы? Пористым материалом называют сплошное 

твердое вещество, которое внутри содержит пустоты (поры). Под пористостью понимают 

отношение объема пор к общему объему рассматриваемого объекта. Обычно поры 

классифицируют на два типа: открытые и закрытые. Открытые поры соединены между 

собой и с внешней частью материала. Закрытые поры изолированы от внешней границы и 

других пор. Для композитов с закрытой и открытой пористостью можно также 

использовать терминологию Р. Ньюнемена, принятую для электроупругих 

(пьезоэлектрических) композитов: 3-0 (закрытая пористость) и 3-3 (открытая пористость) 

связности. 

Физические и механические характеристики пористых материалов зависят от 

следующих свойств: природы самого материала, пористости, размеров и геометрии пор. 

Например, модуль Юнга – основная характеристика жесткости пористого материала может 

быть определен, как функция от пористости, структуры распределения пор и природы 
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исходного материала. Для вычисления различных характеристик было проведено 

множество экспериментальных работ [9, 11, 12, 22–24], на основе которых получен целый 

ряд эмпирических формул. Основная проблема таких моделей заключается в том, что они, 

как правило, применимы только для материалов, обладающими определенным узким 

набором рабочих свойств. 

Наряду с моделями, полученными экспериментально, были предложены и 

аналитические модели. Например, G. Lu и др. [52] была получена формула для нахождения 

модуля Юнга для материалов с низкой пористостью: 

𝐸 = 𝐸0(1 − 2𝜙)(1 + 4𝜙2), (1.1.1) 

Авторы отмечают, что погрешность результатов при 𝜙 = 0,2 достигает 2%, при 𝜙 = 0,3 – 

около 12% и значительно растет при дальнейшем увеличении пористости. Также была 

получена аналитическая формула Гибсона-Эшби [18] для нахождения модуля Юнга 

высокопористых материалов или так называемых пен. Подробнее данная модель будет 

описана в следующем разделе. Для открытых пор она имеет следующий вид:  

𝐸 = 𝐸0(1 − 𝜙)2, (1.1.2) 

В обеих формулах 𝐸 – модуль Юнга пористого материала, 𝐸0 – модуль Юнга 

сплошного материала, 𝜙 – пористость. Основным минусом данных формул является то, что 

они применимы для ограниченного типа материалов и структуры пористости. 

Среди большого числа разделов механики деформируемых сред наиболее часто 

применяется, по-видимому, линейная теория упругости. Такую популярность можно 

объяснить тем, что в рамках этой теории был разработан широкий набор апробированных 

методов для описания поведения широкого класса материалов при малых деформациях. 

Поэтому и в теории композитов в большей степени используются модели, основанные на 

решении статических задач линейной теории упругости. Конечно, существуют и другие 

теоретические модели, основанные на более сложных подходах. Но из-за того, что они 

имеют более ограниченные применения и являются математически более сложными, они 

не получили такой популярности. 

В рамках модели линейной теории упругости пористый материал может 

рассматриваться, как композит, состоящий из двух фаз. Матрицей такого композита 

является исходный упругий материал, а включениями – поры. Задача гомогенизации 

состоит в том, чтобы, зная материальные модули и геометрические характеристики фаз 

композита, определить эффективную матрицу жесткостей эквивалентной однородной 

среды. Зная эффективную матрицу жесткостей, для не сложно получить эффективные 
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характеристики упругого материала, такие как модуль Юнги, модули сдвига и 

коэффициенты Пуассона. В качестве критерия эквивалентности принимается равенство 

энергии композита и энергии однородной среды в представительном объеме при некоторых 

одинаковых внешних воздействиях. Данный подход хорошо известен и подробно описан в 

[53, 54]. 

С усложнением структуры пористости увеличивается и сложность задач по 

определению эффективных модулей в представительном объеме. Поэтому для решения 

таких задач были предложены методы расчета эффективных упругих модулей пористых 

композиционных материалов с использованием конечно-элементных технологий [26, 27, 29 

- 32]. Основным преимуществом метода конечных элементов является то, что он позволяет 

моделировать пористые материалы произвольной структуры. В связи с этим, и поскольку 

важной частью настоящего исследования является изучение влияния геометрии пор на 

эффективные свойства материала, в работе широко используется метод конечных 

элементов. 

 

1.2. Высокопористые или пенообразные материалы 

В последнее время большой интерес проявляется к изучению высокопористых или 

пенообразных материалов. Помимо естественных материалов, как например кость или 

пробковая древесина, человек теперь использует различные вспененные полимеры, 

керамику и даже металлы с высоким содержанием пор. Такие материалы все чаще 

используются из-за сочетания низкой теплопроводности и достаточно высокого модуля 

упругости при удивительно низкой плотности.  

 

Рис. 1. Ячейка Гибсона-Эшби 
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Одной из наиболее популярных моделей, неоднократно подтверждённой 

экспериментально, является модель Гибсона-Эшби [18]. Согласно этой модели, 

трехмерный пенообразный материал с открытыми порами может быть смоделирован, как 

массив определенных кубических элементов, названных ячейками Гибсона-Эшби (рис. 1). 

Такие ячейки располагаются в общей структуре модели так, чтобы они соединялись между 

собой в своих средних точках. В модели Гибсона-Эшби эффективные модули упругости 

связаны в первую очередь с жесткостью на изгиб элементов, составляющих ребра ячейки. 

Рассматривая задачу об изгибе балки, Гибсон и Эшби получили следующую 

зависимость эффективного модуля Юнга пенообразного материала от пористости 

𝐸

𝐸0
= 𝐶1 (

𝜌

𝜌𝑠
)
2

, (1.2.1) 

где 𝐸 – модуль Юнга пористого материала, 𝐸0 – модуль Юнга сплошного материала, 𝜌/𝜌𝑠 

– массовая доля пористого материала, 𝐶1 – константа, значение которой для открытой 

ячейки принимается равным единице.  

Аналогичным образом можно вычислить модуль сдвига 𝐺 пористого материала 

𝐺

𝐸𝑠
= 𝐶2 (

𝜌

𝜌𝑠
)

2

, (1.2.2) 

где 𝐶2 – константа, значение которой для открытой ячейки принято равным 0,4. 

Коэффициент Пуассона ν является отношением поперечного относительного 

сжатия к осевому относительному растяжению. Поскольку обе эти величины 

пропорциональны отклонению при изгибе на длину ячейки, то их соотношение является 

постоянным. Таким образом, согласно данной модели, коэффициент Пуассона зависит от 

геометрии ячейки и не зависит от относительной плотности. 

Данная модель очень проста в использовании и подтверждается многими 

экспериментами, хотя у нее есть также и очевидные недостатки. Во-первых, она применима 

только для высокопористых структур, поскольку модель построена из решения задачи о 

прогибе балки, то есть длина ребер ячейки должна значительно превышать ее ширину. Во-

вторых, данная модель не является универсальной, поскольку она не подходит для ячеек 

различной геометрической формы. В-третьих, модель Гибсона-Эшби описывает 

механическое поведение только одной ячейки, то есть ее можно экстраполировать лишь для 

случая регулярных решеток. Поэтому можно предполагать, что структуры со случайным 

распределением пор не могут быть описаны в рамках данной модели. 
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Все перечисленные недостатки частично можно устранить, используя 

компьютерные модели, основанные на ячейке Гибсона-Эшби. В представленной работе 

рассматривается задача численного нахождения эффективных модулей пористого 

композита в форме ячейки Гибсона-Эшби с помощью конечно-элементных (КЭ) 

технологий. Для верификации КЭ моделей сначала проводятся компьютерные 

эксперименты со стандартной ячейкой, а затем численные результаты сравниваются с 

аналитическими, полученными на основе формулы (1.2.1). Далее будут рассмотрены 

ячейки с различной геометрической конфигурацией и разнообразные решетки, 

составленные из них. Тем самым будет получена зависимость эффективных модулей не 

только от пористости материала, но и от его геометрических особенностей. 

 

1.3. Моделирование наноразмерных композитов 

Описанные выше модели применимы только для задач, рассматриваемых в 

макромасштабах. Если характерные блоки пористого материала имеют наноразмеры, то 

обычные подходы макромеханики требуют изменений, поскольку у 

наноструктурированных композитов возникают различные аномальные свойства, 

отличающие их от тел обычных размеров [73, 74].  

Объясняется это тем, что атомы на поверхности твердого тела и вблизи нее 

взаимодействуют с иной локальную средой, чем атомы вдали от поверхности. Аналогичная 

ситуация возникает на границе раздела двух разнородных сред. Следовательно, энергия, 

связанная с атомами на поверхности и вблизи нее, обычно отличается от энергии атомов в 

объеме. Модель, основанную на концепции поверхностной энергии и поверхностного 

напряжения была впервые введена Гиббсом [75]. В идеализации Гиббса как поверхностная 

энергия, так и, следовательно, поверхностное напряжение являются величинами в 

континуальном смысле, то есть они рассматриваются на математической поверхности с 

нулевой толщиной. Поскольку влияние поверхности на энергию атомов вблизи нее обычно 

распространяется на несколько атомных слоев, хотя в реальных гетерогенных материалах, 

вполне вероятно, существует переходная межкомпонентная фаза, эта идеализация широко 

принята, и поэтому эффектом поверхностного напряжения можно пренебречь в 

классической механике сплошных сред твердых тел. Однако влиянием поверхностного 

напряжения нельзя пренебрегать в наноструктурированном материале, характерная длина 

которого находится в нанометровом диапазоне. 

Среди различных моделей поверхностной упругости сейчас наиболее популярной 

является модель Гуртина-Мурдоха [76]. С физической точки зрения эту модель можно 

рассматривать как модель упругого тела с приклеенной на ее поверхности эластичной 
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мембраной. Тензор усилий, действующий в мембране, может быть интерпретирован как 

тензор поверхностных напряжений. Таким образом, для модели Гуртина-Мурдоха, в 

дополнение к трехмерным определяющим уравнениям, требуются двумерные 

определяющие соотношения, в которых тензор поверхностного напряжения зависит от 

поверхностных деформаций. Упругие мембраны можно разместить и внутри составного 

тела на границе раздела фаз, что позволяет промоделировать также несовершенные 

интерфейсные границы со скачками напряжений [77 – 86]. 

Важным преимуществом модели Гуртина-Мурдоха является ее относительная 

простота при конечно-элементном моделировании. Для этого мембранные элементы с 

заданными механическими свойствами достаточно накладывать на границах двух фаз 

представительного объема. Техника конечно-элементных аппроксимаций для упругих 

материалов с поверхностными эффектами и примеры расчетов были представлены в [84, 87 

– 90] и др. 

Модель Гуртина-Мурдоха неоднократно использовалась для моделирования 

упругих наноразмерных композитов. Так, в [73, 79, 91 – 94] и др. в рамках теории упругости 

с поверхностными напряжениями исследовались механические свойства композитов со 

сферическими нановключениями (нанопорами), волокнистые и другие нанокомпозиты. 

Модели поверхностной упругости применялись также для термоупругих материалов в [92, 

99 – 101] и др., а отдельно модель поверхностной теплопроводности, аналогичная модели 

Гуртина-Мурдоха, для чисто температурных задач использовалась в [102, 103] и др. 

 

1.4. Постановки задач теории упругости с поверхностными и интерфейсными 

напряжениями для анизотропных неоднородных тел 

Рассмотрим 𝑉 – представительный объем композитного тела с наноразмерными 

включениями. Данный объект состоит из объединения двух частей 𝑉 = 𝑉𝑓 ∪ 𝑉𝑝. Будем 

считать, что объем 𝑉𝑓 заполнен основным материалом первой фазы композита и 

представляет собой связанную конструкцию, состоящую из соединенных между собой 

трехмерных ячеек Гибсона-Эшби или из одной ячейки. Вторая область 𝑉𝑝 – совокупность 

объемов, заполненных гипотетическим упругим материалом с очень малыми упругими 

жесткостями. Данная область моделирует пустоты в пористом материале. Пусть Г = 𝜕𝑉 – 

внешняя граница области 𝑉, 𝐧 = {𝑛1, 𝑛2, 𝑛3} – вектор внешней единичной нормали, 

направленный наружу по отношению к области 𝑉; 𝐱 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} – радиус-вектор в 

декартовой системе координат; а Г𝑠 = ∂𝑉𝑓 ∩ ∂𝑉𝑝 – граница между материалами первой и 
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второй фазы. Данная граница в модели Гуртина-Мурдоха играет очень существенную роль, 

поскольку на ней возникают поверхностные напряжения в наномасштабных задачах. 

Примем, что материал в области 𝑉𝑓 является упругим, в общем случае 

анизотропным, и характеризуется плотностью 𝜌𝑓 и упругими жесткостями с𝛼𝛽
𝑓

. В области 

𝑉𝑝 для фиктивного материала примем: 𝜌𝑝 = 휂𝜌𝑓, 𝑐𝛼𝛽
𝑝 = 휂с𝛼𝛽

𝑓
, где 휂 ≪ 1. Таким образом, 

область 𝑉 рассматривается как упругий композит с кусочно-неоднородными плотностью 𝜌 

и упругими модулями 𝑐𝛼𝛽: 𝜌 = 𝜌𝑒, 𝑐𝛼𝛽 = 𝑐𝛼𝛽
𝑒 , 𝐱 ∈ 𝑉𝑒, 𝑒 = 𝑓, 𝑝. При этом в случае пористого 

композита параметр контраста 휂 между модулями различных фаз имеет экстремально 

малое значение. 

Задача гомогенизации состоит в том, чтобы, зная материальные модули и 

геометрические характеристики фаз композита, определить эффективные свойства 𝑐𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓

 

эквивалентной гомогенной среды, а затем при необходимости получить из них другие 

эффективные упругие характеристики, как например, эффективный модуль Юнга 𝐸𝑒𝑓𝑓, 

эффективный модуль сдвига 𝐺𝑒𝑓𝑓 и эффективный коэффициент Пуассона 𝜈𝑒𝑓𝑓. В качестве 

критерия эквивалентности примем равенство энергии композита 𝑈 и энергии однородной 

среды 𝑈0 в объеме 𝑉 при некоторых одинаковых внешних воздействиях. 

Рассмотрим в представительном объеме 𝑉 статическую задачу теории упругости 

для вектора перемещений 𝐮 = 𝐮(𝐱) = {𝑢1(𝐱), 𝑢2(𝐱), 𝑢3(𝐱)} со специальными граничными 

условиями на внешней границе Г = 𝜕𝑉. Уравнения линейной теории упругости запишем в 

векторно-матричном виде:  

𝐋∗(∇) ∙ 𝐓 = 0,   (1.4.1) 

𝐓 = 𝐜 ⋅ 𝐒, (1.4.2) 

𝐒 = 𝐋(∇) ⋅ 𝐮, (1.4.3) 

𝐋∗(∇) = [

𝜕1   0   0   0   𝜕3   𝜕2

0   𝜕2   0   𝜕3   0   𝜕1

0   0   𝜕3   𝜕2   𝜕1   0
] , (1.4.4) 

где 𝐓 = {𝜎11, 𝜎22, 𝜎33, 𝜎23, 𝜎13, 𝜎12} – массив, состоящий из компонент тензора напряжений 

𝜎𝑖𝑗, 𝐒 = {휀11, 휀22, 휀33, 2휀23, 2휀13, 2휀12} – массив, состоящий из компонент тензора 

деформаций 휀𝑘𝑙 = (𝑢𝑘,𝑙 + 𝑢𝑙,𝑘)/2, 𝐜 – матрица 6 × 6 упругих жесткостей 𝑐𝛼𝛽, (… )∗ –  

операция транспонирования. 
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Здесь и далее латинские индексы изменяются в пределах от 1 до 3, а греческие – в 

пределах от 1 до 6. При переходе от тензорных обозначений 𝜎𝑖𝑗, 휀𝑘𝑙, 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑙 к векторно-

матричным обозначениям Фойхта 𝑇𝛼, 𝑆𝛽, 𝑐𝛼𝛽 используются стандартные формулы 

соответствия между индексами (𝑖𝑗) ⇔ 𝛼, (𝑘𝑙) ⇔ 𝛽: (11) ⇔ 1, (22) ⇔ 2, (33) ⇔ 3, 

(23)~(32) ⇔ 4, (13)~(31) ⇔ 5 и (12)~(21) ⇔ 6. 

В соответствии с моделью Гуртина-Мурдоха предполагается, что на 

наноразмерных межфазных границах Г𝑠 существуют поверхностные напряжения и 

выполняется следующее условие 

𝐋∗(𝐧) ⋅ [𝐓] = 𝐋∗(∇𝑠) ⋅ 𝐓𝑠,    𝐱 ∈ Г𝑠, (1.4.5) 

где [𝐓] = 𝐓(1) − 𝐓(2) – скачок напряжений на границе раздела фаз; ∇𝑠 – поверхностный 

набла-оператор, который удовлетворяет равенству ∇𝑠= ∇ − 𝐧(
𝜕

𝜕𝑟
), где 𝑟 – координата, 

отсчитываемая по нормали к Г𝑠; 𝐓𝑠 = {𝜎11
𝑠 , 𝜎22

𝑠 , 𝜎33
𝑠 , 𝜎23

𝑠 , 𝜎13
𝑠 , 𝜎12

𝑠 } – массив, состоящий из 

компонент тензора поверхностных напряжений 𝜎𝑖𝑗
𝑠 . Для поверхностных напряжений 𝐓𝑠 

будем соответственно использовать «поверхностный» закон Гука в предположении 

отсутствия остаточных поверхностных натяжений 

𝐓𝑠 = 𝐜𝑠 ⋅ 𝐒𝑠,   (1.4.6) 

𝐒𝑠 = 𝐋(∇𝑠) ⋅ 𝐮𝑠,   (1.4.7) 

𝐮𝑠 = 𝐀 ⋅ 𝐮,   𝐀 = 𝐈 − 𝐧𝐧∗, (1.4.8) 

где 𝐜𝑠 – матрица размера 6×6 поверхностных упругих модулей жесткости 𝑐𝛼𝛽
𝑠 ; 𝐒𝑠 =

{휀11
𝑠 , 휀22

𝑠 , 휀33
𝑠 , 휀23

𝑠 , 휀13
𝑠 , 휀12

𝑠 } – массив, состоящий из компонент 휀𝑘𝑙
𝑠  тензора поверхностных 

деформаций; 𝐮𝑠 – вектор поверхностных перемещений, 𝐈 – единичная матрица размера 3×3. 

Предположим, что объемные и поверхностные потенциальные энергии тела 

положительно определены относительно компонент тензоров деформации, содержащихся 

в массивах 𝐒 и 𝐒𝑠, соответственно. Из этого требования следуют свойства симметрии и 

положительной определенности матриц жесткостей 𝐜 и 𝐜𝑠 по отношению к массивам 𝐒 и 

𝐒𝑠. 

Более точно мы можем описать поверхностные величины в локальной системе 

координат, связанной с конкретной точкой 𝐱 ∈ Г𝑠, с тангенциальными ортами �̃�1 = 𝛕1, �̃�2 =

𝛕2 и нормалью �̃�3 = 𝐧. В этой локальной системе 𝐮𝑠 = {�̃�1, �̃�2, 0}, ∇𝑠= {𝜕1, 𝜕2, 0} и 𝐒𝑠 =

{휀1̃1, 휀2̃2, 0, 0, 0, 2휀1̃2}. Кроме того, подматрица 3 × 3, которая входит в матрицу 
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поверхностных модулей упругости должна быть симметричной и положительно 

определенной: 

�̃�𝑠 = [

�̃�11
𝑠      �̃�12

𝑠      �̃�16
𝑠

           �̃�22
𝑠      �̃�26

𝑠

𝑠𝑦𝑚             �̃�66
𝑠

]. 

Для того чтобы найти все компоненты эффективной матрицы жесткости 𝐜𝑒𝑓𝑓 

рассматриваемого композита, на внешней границе Г представительного объема в 

соответствии с классическим вариантом метода эффективных модулей [36, 37] зададим 

линейные по пространственным координатам 𝐱 краевые условия для перемещений 

𝐮 = 𝐋∗(𝐱) ⋅ 𝐒0,   𝐱 ∈ Г, (1.4.9) 

где 𝐒0 = {𝑆01, 𝑆02, 𝑆03, 𝑆04, 𝑆05, 𝑆06} = {휀011, 휀022, 휀033, 휀023, 휀013, 휀012}; 𝑆0𝛽 – некоторые 

независящие от 𝐱 постоянные величины. 

Положим в (1.4.9) лишь одну из компонент массива 𝐒0 отличной от нуля: 

𝑆0𝛽 = 𝛿𝛽𝜁𝑆0, (1.4.10) 

где 𝛿𝛽𝜁 – символ Кронекера, индекс 휁 принимает какое-то определенное целое число от 1 

до 6; 𝑆0 – некоторая постоянная величина. 

В соответствии с общей теорией, после решения задачи (1.4.1) – (1.4.10) с 

фиксированным значением 휁 = 1, 2, … 6, и нахождения полей напряжений 𝜎𝑖𝑗, можно 

определить столбец матрицы эффективных модулей 𝐜𝑒𝑓𝑓 с номером 휁: 

𝑐𝛼𝜁
𝑒𝑓𝑓

=
< 𝜎𝑖𝑗 >

휀0
, (1.4.11) 

где 휀0 = 𝑆0 при 휁 = 1, 2, 3; 휀0 = 2𝑆0 при 휁 = 4, 5, 6; и используются приведенные выше 

формулы соответствия между греческими и латинскими индексами 𝛼 ⇔ (𝑖𝑗): 1 ⇔ (11), 

2 ⇔ (22), 3 ⇔ (33), 4 ⇔ (23)~(32), 5 ⇔ (13)~(31) и 6 ⇔ (12)~(21).  

Через символ < (… ) > в (1.4.11) и далее обозначено осреднение по 

представительному объему: 

< (…) >=< (…) >𝑉+< (…) >Г,      < (… ) >𝑉=
1

|𝑉|
∫(… )𝑑𝑉
𝑉

, < (… ) >Г=
1

|𝑉|
∫ (… )𝑑Г𝑠

Г𝑠
. (1.4.12) 

Отметим, что краевые задачи (1.4.1) – (1.4.10) отличаются от обычных упругих 

задач наличием для наноразмерных структур граничных условий на интерфейсе (1.4.5) – 

(1.4.8), которые типичны для модели поверхностных напряжений Гуртина-Мурдоха. Кроме 
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того, как мы можем видеть из (1.4.11), (1.4.12), для определения эффективных модулей при 

решении задач гомогенизации необходимо использовать интегрирование не только по 

объему с осреднением < (…) >𝑉, но и интегрирование по поверхностям раздела фаз с 

осреднением < (…) >Г. 

В общем случае анизотропии требуется решить шесть задач (1.4.1) – (1.4.10) при 

휁 = 1, 2, … ,6, которые в совокупности позволяют найти эффективные модули для всех 

шести столбцов матрицы 𝐜𝑒𝑓𝑓. Как несложно заметить, первые три задачи с 휁 = 1, 2, 3 

являются задачами о растяжении объема 𝑉 вдоль осей 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 соответственно, а задачи с 

휁 = 4, 5, 6 являются задачами о сдвигах представительного объема в различных плоскостях. 

Описанный выше метод эффективных модулей основывается на том, что для задач 

(1.4.1) – (1.4.10) для композитного материала с модулями 𝑐𝛼𝛽 и для гомогенного тела с 

модулями  𝑐𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓

 при одинаковых внешних воздействиях (1.4.9), (1.4.10) средние деформации 

оказываются одинаковыми < 𝐒 >𝑉=< 𝐒0 >𝑉= 𝐒0 и выполняется тождество Хилла [36, 37]: 

< 𝐒 ⋅ 𝐓 >=< 𝐒 >𝑉⋅< 𝐓 >. (1.4.13) 

Поэтому принятие условия равенства потенциальных энергий 𝑈 = 𝑈0, 𝑈 =< 𝐒 ⋅

𝐓 >/2 и 𝑈0 =< 𝐒0 ⋅ 𝐓0 >/2, влечет за собой равенство средних напряжений 

< 𝐓 >=< 𝐓0 >= 𝐓0. (1.4.14) 

которое обосновывает метод определения эффективных жесткостей по формулам (1.4.11), 

(1.4.12) 

В случае материала ромбической системы матрица упругих жесткостей имеет 

девять независимых компонент. Например, матрицу податливостей 𝐬 = с−1 можно 

представить в виде 

с−1 =

[
 
 
 
 
 

1/𝐸1 
−𝜈21/𝐸2 
−𝜈31/𝐸3 

0
0
0

−𝜈12/𝐸1 
1/𝐸2 

−𝜈32/𝐸3 
0
0
0

−𝜈13/𝐸1 
−𝜈23/𝐸2 

1/𝐸3 
0
0
0

0
0
0

1/𝐺23 
0
0

0
0
0
0

1/𝐺13 
0

0
0
0
0
0

1/𝐺12 ]
 
 
 
 
 

, 

причем в силу симметрии матрицы жесткости выполняются равенства 

𝜈12/𝐸1  = 𝜈21/𝐸2 , 𝜈13/𝐸3  = 𝜈31/𝐸3 , 𝜈23/𝐸2  = 𝜈32/𝐸3 , 

где 𝐸𝑖 – модули Юнга, 𝜈𝑖𝑗 – коэффициенты Пуассона, 𝐺𝑖𝑗 – модули сдвига.  
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Для материала гексагонального класса сингонии имеется пять в общем случае 

отличных друг от друга упругих модулей, поскольку дополнительно выполняются 

равенства 

𝐸1  = 𝐸2 ,      𝜈13 = 𝜈23, 𝐺23  = 𝐺13,         𝑐66  = (𝑐11 − 𝑐12)/2 . 

Для изотропного материала имеется только два независимых модуля, поскольку 

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
, (1.4.15) 

 𝐸 = 𝐸1 = 𝐸2 = 𝐸3, 𝜈 = 𝜈12 = 𝜈13 = 𝜈23, 𝐺 = 𝐺12 = 𝐺13 = 𝐺23. 

Отметим, что если исходные модули двух фаз композита обладали каким-то одним 

и тем же типом анизотропии, то его эффективные модули могут иметь более сложный тип 

анизотропии, поскольку представительный объем может не иметь тех свойств симметрии, 

которые имеются у материальных свойств каждой фазы. Поэтому, решая задачи (1.4.1) – 

(1.4.10) при различных 휁 и определяя по (1.4.11), (1.4.12) эффективные модули, надо 

проверять, каким типом анизотропии будет обладать гомогенный материал. При решении 

задач (1.4.1) – (1.4.10) численно методом конечных элементов равенства некоторых 

эффективных модулей могут выполняться не точно, а с некоторой погрешностью. 

Естественно, для оценки типа анизотропии эффективных модулей этой вычислительной 

погрешностью можно пренебречь. 

Если данная задача применяется к изотропному материалу и представительный 

объем не имеет ярко выраженных геометрически анизотропных свойств, то для нахождения 

его эффективных констант достаточно решить всего одну задачу (1.4.1) – (1.4.10), 

например, с 휁 = 1. Но в данной работе рассматриваются композиты со сложной 

геометрической структурой, из-за которой представительный объем теряет изотропные 

свойства исходного материала. Для учета этого можно решить все шесть задач (1.4.1) – 

(1.4.10) и оценить степень различия модулей, получаемых из решений разных задач. В 

качестве меры анизотропии композитов, состоящих для материалов, которые 

первоначально были изотропными, обычно принимается коэффициент Зенера: 

𝐴𝑒𝑓𝑓 =
2𝑐44

𝑒𝑓𝑓

𝑐11
𝑒𝑓𝑓

− 𝑐12
𝑒𝑓𝑓

. (1.4.16) 

Обратим внимание на то, что для рассматриваемого случая, когда область 𝑉𝑝 

заполнена материалом с очень малыми модулями жесткости, можно решать задачу (1.4.1) 

– (1.4.10) только для области 𝑉𝑓 с границей Г𝑓 = 𝜕𝑉𝑓. Данную границу можно представить 
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в виде объединения внешних и внутренних границ Г𝑓 = Г𝑒 ∪ Г𝑠, где Г𝑒 = Г ∩ 𝜕𝑉𝑓 – 

внешняя граница. В таком случае условия (1.4.9), (1.4.10) необходимо задавать только на 

границе Г𝑒. Действительно, при малых модулях жесткости 𝑐𝛼𝛽
𝑝 = 휂с𝛼𝛽

𝑓
, где 휂 ≪ 1, 

эффективные модули, рассчитанные по (1.4.11) из решения задач гомогенизации в 𝑉 и в 𝑉𝑓, 

будут практически совпадать. Поэтому осреднение по (1.4.12) в (1.4.11) для задач 

гомогенизации в 𝑉𝑓 надо заменить на осреднение по объему 𝑉 функций, заданных только в 

𝑉𝑓: 

< (… ) > = < (… ) >𝑓 =
1

|𝑉𝑓|
(∫ (… )𝑑𝑉

𝑉𝑓

+ ∫ (… )𝑑Г𝑠

Г𝑠

) . (1.4.17) 

Для высокопористых материалов первый вариант задач гомогенизации более 

удобен для теоретического обоснования метода, а второй вариант более удобен для 

практического решения. В связи с этим, для кубических моделей представительных 

объемов со случайной структурой пористости далее будем использовать первый вариант с 

решением задач гомогенизации в 𝑉, а для высокопористых композитов – второй вариант с 

решением задач гомогенизации только в 𝑉𝑓. 

 

1.5. Обобщенная постановка задачи 

Для того, чтобы численно решать поставленные задачи (1.4.1) – (1.4.9) с любым из 

случаев (1.4.10), необходимо перейти к слабым или обобщенным постановкам и затем 

использовать классическую технику конечно-элементных аппроксимаций. В предыдущем 

разделе использовались векторные функции 𝐮, определенные в области 𝑉. На множестве 

векторных функций 𝐮 ∈ 𝐶1, которые удовлетворяют однородному граничному условию 

(1.4.9), то есть 𝐮 = 0 на Г, введем скалярное произведение 

(𝐯, 𝐮)𝐻𝑢
1 = ∫𝐒∗(𝐯)

𝑉

⋅ 𝐒(𝐮)𝑑𝑉 + ∫ 𝐒𝑠∗(𝐯) ⋅ 𝐒𝑠(𝐮)𝑑Г𝑠

Г𝑠

 , (1.5.1) 

где через 𝐻𝑢
1 обозначено замыкание множества векторных функций 𝐮 ∈ 𝐶1. 

Сформулируем понятие обобщенного или слабого решения. Для этого скалярно 

умножим уравнения (1.4.1) – (1.4.3) на произвольную вектор-функцию 𝐯 ∈ 𝐻𝑢
1. Интегрируя 

полученные уравнения по 𝑉 и используя стандартную технику интегрирования по частям с 

помощью уравнений (1.4.1) – (1.4.8), получим интегральное соотношение: 

𝑐(𝐯, 𝐮) = 0 , (1.5.2) 
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где 

𝑐(𝐯, 𝐮) = 𝑐𝑉(𝐯, 𝐮) + 𝑐Г𝑠(𝐯, 𝐮), (1.5.3) 

𝑐𝑉(𝐯, 𝐮) = ∫𝐒∗(𝐯) ⋅ 𝐜 ⋅ 𝐒(𝐮)𝑑𝑉
 

𝑉

, (1.5.4) 

𝑐Г𝑠(𝐯, 𝐮) = ∫ 𝐒𝑠∗(𝐯) ⋅ 𝐜𝑠 ⋅ 𝐒𝑠(𝐮)𝑑Г𝑠
 

Г𝑠

. (1.5.5) 

Далее представим решение 𝐮 задачи (1.4.1) – (1.4.9) в виде суммы: 

𝐮 = 𝐮𝑑 + 𝐮𝑏 , (1.5.6) 

где 𝐮𝑑 ∈ 𝐻𝑢
1 удовлетворяет однородным граничным механическим условиям, а 𝐮𝑏 

удовлетворяет неоднородным граничным условиям на границе Г. Таким образом, примем, 

что на Г выполняется условие: 

𝐮𝑑 = 0, 𝐮𝑏 = 𝐋∗(𝐱) ⋅ 𝐒0, 𝐱 ∈ Г . (1.5.7) 

Подставим уравнение (1.5.6) в (1.5.2) и получим следующие уравнения: 

𝑐(𝐯, 𝐮𝑑) = 𝐿𝑢(𝐯), 𝐿𝑢(𝐯) = −𝑐(𝐯, 𝐮𝑏). (1.5.8) 

После данных преобразований мы можем сформулировать понятие обобщенного 

или слабого решения статической задачи теории упругости (1.4.1) – (1.4.9).  

Определение. Функция 𝐮 = 𝐮𝑑 + 𝐮𝑏, для которой выполняется условие (1.5.7), 

является обобщенным (слабым) решением задачи (1.4.1) – (1.4.9), если равенство (1.5.8) с 

(1.5.3) – (1.5.5), (1.5.7) выполняется для любого 𝐯 ∈ 𝐻𝑢
1. 

 

1.6. Конечно-элементные аппроксимации 

Для того, чтобы численно решить поставленные задачи (1.4.1) – (1.4.9) в слабой 

форме, воспользуемся классической техникой конечно-элементных аппроксимации. Пусть 

конечно-элементная сетка занимает область 𝑉ℎ, такую что  

𝑉ℎ ⊆ 𝑉,   𝑉ℎ = ⋃ 𝑉𝑒𝑘

𝑘
, (1.6.1) 

где 𝑉𝑒𝑘 − отдельно взятый конечный элемент с номером 𝑘. Примем, что конечно-

элементная сетка подразделяется на «подсетки» быть двух типов: 𝑉ℎ
𝑓
 и 𝑉ℎ

𝑝
, каждая из 
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которых соответствует определенной фазе. При этом выполняются следующие условия: 

𝑉ℎ
𝑓

≈ 𝑉𝑓 , 𝑉ℎ
𝑝 ≈ 𝑉𝑝 и 𝑉ℎ = 𝑉ℎ

𝑓
∪ 𝑉ℎ

𝑝
. 

В таком случае приближенное решение 𝐮ℎ ≈ 𝐮 можно искать в виде: 

𝐮ℎ(𝑥) = 𝐍𝑢
∗ (𝐱) ⋅ 𝐔, (1.6.2) 

где 𝐍𝑢
∗ − матрица базисных функций (функций формы) для перемещений, 𝐔 − вектор 

узловых перемещений. 

Расположим на границе двух фаз сетку Гℎ
𝑠 , состоящую из поверхностных конечных 

элементов. Сетка Гℎ
𝑠  должна быть согласованной с 𝑉ℎ, то есть все узлы каждого элемента 

сетки Гℎ
𝑠  должны совпадать с соответствующими узлами сетки 𝑉ℎ. Для сетки Гℎ

𝑠  также 

должны выполняться следующие равенства  

Гℎ
𝑠 = 𝜕𝑉ℎ

𝑓
∪ 𝜕𝑉ℎ

𝑝, Гℎ
𝑠 = ⋃ Г𝑒𝑚

𝑠

𝑚
 , (1.6.3) 

где Г𝑒𝑚
𝑠 − отдельный поверхностный конечный элемент с номером 𝑚. 

В соответствии с обычной конечно-элементной техникой аппроксимируем 

континуальную задачу. Для этого подставляем (1.5.2) и аналогичные представления 

проекционных функций в слабую постановку задачи упругости для 𝑉ℎ, и в результате 

получаем следующую конечно-элементную систему  

𝐊𝑢𝑢 ⋅ 𝐔 = 0, (1.6.4) 

где 𝐊𝑢𝑢 – глобальная конечно-элементная матрица жесткостей, которая получается в 

результате ансамблирования (∑  𝑎
 ) соответствующих элементных матриц: 

𝐊𝑢𝑢 = ∑ 𝐊𝑢𝑢
𝑒𝑘

𝑎

 
 . (1.6.5) 

Элементные матрицы 𝐊𝑢𝑢
𝑒𝑘  состоят из матриц двух видов: 

𝐊𝑢𝑢
𝑒𝑘 = {𝐊𝑢𝑢𝑉

𝑒𝑘 ∧ 𝐊𝑢𝑢Г
𝑒𝑘  }. (1.6.6) 

В (1.5.6) 𝐊𝑢𝑢𝑉
𝑒𝑘  – элементная матрица жесткости, соответствующая объемному 

элементу с номером 𝑘, 𝐊𝑢𝑢Г
𝑒𝑘 − элементная матрица жесткости, соответствующая плоскому 

(поверхностному) элементу. Они вычисляются следующим образом  

𝐊𝑢𝑢𝑉
𝑒𝑘 = ∫ 𝐁𝑢

𝑒𝑘∗ ⋅ 𝐜 ⋅ 𝐁𝑢
𝑒𝑘𝑑𝑉

𝑉ℎ

,   𝐊𝑢𝑢Г
𝑒𝑘 = ∫ 𝐁𝑢

𝑠𝑒𝑘∗

Гℎ
𝑠

⋅ 𝐜𝑠 ⋅ 𝐁𝑢
𝑠𝑒𝑘𝑑Г , (1.6.7) 
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где  

𝐁𝑢
𝑒𝑘 = 𝐋(∇) ⋅ 𝐍𝑢

𝑒𝑘∗, 𝐁𝑢
𝑠𝑒𝑘 = 𝐋(∇s) ⋅ 𝐀 ⋅ 𝐍𝑢

𝑒𝑘∗ , (1.6.8) 

𝐍𝑢
𝑒𝑘∗ − матрицы функций формы для перемещений, заданных на отдельных объемных или 

поверхностных конечных элементах. 

Обратим внимание, что конечно-элементное решение можно также представить в 

другом виде. Перепишем приближенное решение 𝐮ℎ в виде суммы  

𝐮ℎ = 𝐮𝑑ℎ + 𝐮𝑏ℎ , (1.6.9) 

для которой выполняются следующие соотношения  

𝐮𝑑ℎ ≈ 𝐮𝑑 , 𝐮𝑑ℎ = 𝐍𝑢𝑑
∗ ⋅ 𝐔𝑑 , (1.6.10) 

𝐮𝑏ℎ ≈ 𝐮𝑏 , 𝐮𝑏ℎ = 𝐍𝑢𝑏
∗ ⋅ 𝐔𝑏 , (1.6.11) 

где 𝐮𝑑 и 𝐮𝑏 – функции, удовлетворяющие однородным и неоднородным граничным 

условиям, соответственно, а во вторых формулах в (1.6.10), (1.6.11) 𝐍𝑢𝑑 , 𝐍𝑢𝑏 , 𝐔𝑑 и 𝐔𝑏 – 

части матрицы 𝐍𝑢 и вектора 𝐔, такие, что: 

𝐍𝑢 = {𝐍𝑢𝑑 , 𝐍𝑢𝑏}, 𝐔 = {
𝐔𝑑

𝐔𝑏
} . (1.6.12)  

Представим также глобальную конечно-элементную матрицу жесткостей 𝐊𝑢𝑢 

следующем блочном виде: 

𝐊𝑢𝑢 = [
𝐊𝑢𝑢

𝑑𝑑 𝐊𝑢𝑢
𝑑𝑏

𝐊𝑢𝑢
𝑏𝑑 𝐊𝑢𝑢

𝑏𝑏] . (1.6.13) 

Следовательно, уравнение (1.6.4) с уравнений (1.6.12), (1.6.13) можно переписать в 

виде: 

𝐊𝑢𝑢
𝑑𝑑 ⋅ 𝐔𝑑 = 𝐅𝑢

𝑑, 𝐅𝑢
𝑑 = −𝐊𝑢𝑢

𝑑𝑏 ⋅ 𝐔𝑏 . (1.6.14) 

Итак, задача гомогенизации упругого композита с поверхностными напряжениями 

на границе раздела двух фаз может быть решена с помощью метода конечных элементов. 

Результирующая система конечных элементов (1.6.14) для наноразмерных композитов 

отличается от аналогичных систем для макроразмерных тел наличием матриц 𝐊𝑢𝑢Г
𝑒𝑘 . Данные 

матрицы необходимы для учета поверхностных эффектов, возникающих на границе 

раздела фаз. 
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В заключении отметим, что описанный подход может быть применен для 

вычисления механических свойств двухфазных композитов, состоящих из матрицы 𝑉𝑓 и 

включений 𝑉𝑝. Случай пористых материалов при таком подходе может рассматриваться 

как частный, когда для материала второй фазы в 𝑉𝑝 задаются пренебрежимо малые 

значения модулей жесткости. 
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Глава 2. Методы генерации представительных объемов 

2.1. Моделирование представительного объема со случайным распределением пор 

Реализацию подхода, описанного в разделах 1.4. – 1.6. будем выполнять в конечно-

элементном программном комплексе ANSYS. Пусть представительный объем 𝑉 имеет 

форму куба со стороной равной �̃�. Так как рассматриваемая задача является линейной 

относительно пространственных размеров, то значение �̃� не существенно для определения 

эффективных модулей рассматриваемого представительного объема, следовательно, для 

удобства примем размер ячейки, как безразмерную величину, равную 𝐿 = 1. Далее 

разобьем представительный объем одинаковыми элементами в форме кубиков так, чтобы 

вдоль каждой оси было расположено 𝑛 элементов. Таким образом, исходный 

представительный объем будет разбит на 𝑛3 гексаэдральных конечных элементов. 

 

Рис. 2. Пример представительного объема, содержащего по 𝑛 = 16 элементов вдоль каждой оси 

В качестве типа конечных элементов был выбран объемный восьмиузловой 

гексаэдральный упругий элемент SOLID185 с тремя степенями свободы перемещений в 

каждом узле. 

Как описано выше, представительный объем состоит из двух фаз 𝑉 = 𝑉𝑓 ∪ 𝑉𝑝. 

Разделим элементы полученной модели на два типа. Элементам первой фазы зададим 

материальные свойства упругого тела, а элементам второй фазы – пренебрежимо малые 

модули жесткости. Изначально представительный объем состоит только из элементов 

первого типа, то есть реальная пористость равна 𝑃 = 0%. Затем, в соответствии с 

ожидаемой пористостью, случайным образом выбирается некоторое количество элементов, 

которым задаются материальные свойства пор. 



33 
 

Вычислим количество таких элементов. Пусть 𝑃0 – ожидаемая пористость 

представительного объема, вычисляемая в процентах. Введем 𝑝0 = 0.01𝑃0 – долю 

пористости в представительном объеме. Так как 𝑛 – количество элементов вдоль оси, то 

представительный объем содержит всего 𝑛3 элементов, значит количество элементов, 

соответствующих второй фазе, вычисляется по формуле: 

𝑘𝑒2 = 𝑝0 ⋅ 𝑛3 (2.1.1) 

 

Рис. 3. Пример представительного объема с пористостью 𝑃 = 20% и количеством элементов вдоль 

каждой оси 𝑛 = 16 

На рис. 3 изображен представительный объем, состоящий из элементов двух видов. 

Элементы бирюзового цвета имеют физические константы материала первой фазы, а 

фиолетовые элементы соответствуют второй фазе. Несмотря на то, что элементы второй 

фазы выбираются случайным образом, объединение элементов первой фазы должно 

представлять собой связанную конструкцию, иначе модель является некорректной с точки 

зрения целостности конструкции. Однако представленный выше алгоритм не контролирует 

связность первой фазы, так как элементы второй фазы выбираются случайным образом. В 

таком случае построенная модель может состоять из нескольких отдельных несвязных тел, 

то есть модель будет некорректна и процесс построения представительного объема будет 

повторяться снова. В случае, когда процент пористости невысокий, связность первой фазы 

как правило сохраняется. При увеличении пористости связность теряется чаще, поэтому 

для данной модели ограничим максимально возможную пористость до 80%. 

Приведенный выше алгоритм в идеале должен моделировать композит со 

связностью 3-0. Это означает, что должна поддерживаться только связность первой фазы, а 

элементы второй фазы или отдельные их совокупности будут изолированными, т.е. 
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полностью окруженными элементами первой фазы и не соприкасающимися друг с другом. 

Таким образом, поры в композите со связностью 3-0 должны представлять собой набор 

отдельных областей. Как отмечалось выше, в простом случайном алгоритме это, вообще 

говоря, не гарантируется. Более сложные алгоритмы, гарантирующие 3-0 связность, 

реализованы в пакете ACELAN-COMPOS. В этом же пакете можно строить и модели 

композитов 3-3 связности.  

Рассмотрим ниже две модели ACELAN-COMPOS, в которых соблюдается как 

связность первой фазы, так и связность второй фазы. 

 

2.2. Моделирование композитов со связностью 3-3 

Композиты со связностью 3-3 представляют большой интерес для моделирования 

структур с большой открытой пористостью. При данном типе элементы обеих фаз 

композита должны быть связными, то есть представлять один непрерывный объект, причем 

по элементам каждой из фаз можно проложить путь через объем материала от начала до 

конца по всем трем координатным направлениям. Моделирование таких композитов 

проводилось в пакете ACELAN-COMPOS, разработанном на кафедре математического 

моделирования Южного федерального университета. В программном комплексе ACELAN-

COMPOS изначально генерировалась сетка композита 3-3 с заданными параметрами. 

Описанный ниже процесс создания модели композита соответствует материалу работы 

[106]. Затем построенная модель сохранялась в файл. Также был разработан алгоритм, 

который считывал полученный файл и на его основе строил модель в пакете ANSYS, в 

котором проводились дальнейшие вычисления. Подробное описание алгоритма построения 

модели композита со связностью 3-3 в пакете ACELAN-COMPOS описано ниже.  

Процесс построения композита связности 3-3 можно разделить на два этапа. На 

первом этапе генерируется минимальная структура, которая обеспечивает связность. На 

втором этапе к этой структуре добавляются элементы так, чтобы пористость композита 

соответствовала заданному значению. Пример работы алгоритма рассмотрим на базовом 

представительном объеме (домене), который состоит из числа 𝑛 =  8 элементов вдоль 

одной из осей. Число 8 в разбиении представительного объема определяется удобствами 

реализации процедур проверки связности и формирования структур данных. Таким 

образом, модель, состоящая из 𝑚 доменов вдоль одной оси, может состоять из (8𝑚)3 

элементов. 

Сначала аналогично разделу 2.1 строится представительный объем в форме куба. 

Затем он разбивается на конечные элементы так, чтобы 𝑛 всегда было кратно 8. Все 
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элементы композита могут иметь либо метку 1, что соответствует первой фазе, либо метку 

2, что соответствует второй фазе. Перед началом работы алгоритма все элементы 

представительного объема имеют метку материала 1. Затем у выбираемых элементов метка 

1 изменяется на метку материала 2.  

Первый этап заключается в построении путей от выбранного случайным образом 

опорного элемента с меткой 2 внутри текущего домена до каждого из восьми «угловых» 

элементов данного домена, которым также присваивается метка 2 (элементы фиолетового 

цвета). Опорными элементами не могут быть «элементы – якоря», которые обеспечивают 

связность материала 1 (элементы красного цвета, расположенные в центральных частях 

граней). 

 

Рис. 4. Представительный объем с отмеченными угловыми элементами (фиолетовый цвет) и 

якорями (красный цвет) 

 

При построении цепочки элементов от опорного элемента (светло-серый элемент с 

маркером A, рис. 5а) в определенный угол домена (элемент B на рис. 5а) на каждом шаге 

назначаются кандидаты, обеспечивающие кратчайший путь (рис. 5б, элементы, отмеченные 

темным кружочком). Среди кандидатов случайным образом выбирается элемент, которому 

присваивается метка материала 2, и назначаются новые кандидаты (рис. 5в). Далее этот 

процесс повторяется до тех пор, пока не будет достигнут «угловой» элемент. Отметим, что 

в процессе построения таких путей кандидатами могут быть назначены элементы, которые 

нарушают глобальную связность по материалу 1. 

По окончании первого этапа связность по материалу с меткой 1 (в нашем случае 

это рассматриваемый материал) может быть нарушена. Статистически, на основе 500 тысяч 

численных экспериментов, это происходит примерно в 9% случаев. Поэтому после 

окончания первого этапа проводится проверка связности элементов материала 1. Если 
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условие связности не выполняется, то модель генерируется снова с выбором нового 

опорного элемента. 

 

  (а)     (б)       (в) 

Рис. 5. Схема построения цепочки элементов от опорного к угловому 

 

На рисунке 6 изображены элементы второй фазы, построенные на первом этапе 

генерации представительного объема. В данном случае вторая фаза занимает около 15% от 

всего объема модели. Далее необходимо увеличить количество элементов с меткой 2, чтобы 

процентное содержание таких элементов было приближенно равно заданному значению. 

Для этого запускается второй этап генерации. 

 

Рис. 6. Элементы второй фазы композита (поры), сгенерированные на первом этапе 

моделирования, 𝑛 = 8 

 

Вторым этапом является дополнение построенного каркаса материала 2 до 

заданного процентного соотношения. Последовательно случайным образом выбирается 

один из элементов, входящих во множество элементов с метками материала 2. Кандидатами 

на добавление являются все его смежные элементы, отмеченные меткой 1. Среди этих 

кандидатов случайным образом выбирается такой элемент, который не нарушает связности 

материала 1. На этом этапе проверка связности реализована при помощи алгоритма поиска 
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в ширину на графе, состоящем из элементов материала 1. Наращивание происходит либо 

до достижения указанного процентного соотношения, либо до исчерпания всех возможных 

кандидатов. 

Обратим внимание на то, что не только процентное соотношение, но и 

расположение пор влияет на эффективные свойства композита. В данном разделе 

применялся алгоритм, в котором угловые элементы являются элементами второй фазы 

(порами). Поэтому для полноты эксперимента рассмотрим также инвертированную 3-3 

модель, в которой упругий материал относится к метке 2, а поры – к метке 1. В таком случае 

связности обеих фаз сохраняются, но меняется геометрия моделей. 

   

       (а)       (б) 

Рис. 7. Элементы первой фазы композита, сгенерированные: (а) – стандартным алгоритмом, (б) – 

инвертированным способом 

 

На рисунке 7а и рисунке 7б приведены модели представительных объемов с 

количеством конечных элементов вдоль одной оси 𝑛 =  16 и пористостью 𝑃 ≈ 80%. Слева 

изображена модель, полученная стандартным алгоритмом 3-3 связности, а справа модель, 

полученная инвертированным способом. 

Обратим также внимание на то, что ожидаемая пористость 𝑃0 не всегда равна 

фактической пористости 𝑃. Это может произойти по двум причинам, связанным с тем, что 

наращивание происходит либо до достижения указанного процентного соотношения, либо 

до исчерпания всех возможных кандидатов. 

Первая причина возникает, когда на втором этапе во время наращивания элементов 

с меткой 2 заканчиваются все возможные кандидаты. В таком случае 𝑃 < 𝑃0. 

Вторая причина связана с общим количеством элементов. Если 𝑛3 не кратен 100, 

то количество элементов второй фазы будет вещественным числом, так как по формуле 
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(2.1.1) 𝑘𝑒2 = 𝑝0 ⋅ 𝑛3, где 𝑝0 = 0.01𝑃0. В таком случае 𝑘𝑒2 равняется ближайшему целому, 

следовательно 𝑃 ≈ 𝑃0. 

 

2.3. Моделирование базовых регулярных решеток 

Согласно классической модели Гибсона-Эшби [2, 18] высокопористый материал 

может быть представлен в виде массива ячеек (рис. 8a), составленных из тонких балок. 

Полученные аналитические формулы для данной модели основаны на решении задач о 

прогибе балки, и поэтому они справедливы только для высокопористых материалов, у 

которых характерная длина соединений значительно превосходит их ширину. В данном 

исследовании представлены конечно-элементные модели для численного определения 

эффективных упругих модулей пенообразного материала в представительных объемах, 

составленных из ячеек Гибсона-Эшби. Эти модели основаны не на балочных элементах, а 

на твердотельных элементах, что позволяет расширить геометрическую модель Гибсона-

Эшби для материалов практически любой пористости. 

Пусть ячейка решетки имеет размер �̃� вдоль каждой оси декартовой системы 

координат. В силу линейности задачи относительно пространственных размеров, для 

определения эффективных модулей конкретное значение �̃� не существенно, и для удобства 

расчетов можно отнести размер ячейки к �̃�, то есть можно принять безразмерную длину 

ячейки 𝐿 = 1. Все ребра имеют одинаковое квадратное поперечное сечение со стороной ℎ, 

а размер внутреннего каркаса в форме куба, измеренный как расстояние между серединами 

двух противоположных параллельных ребер, равен 𝑎. В оригинальной работе Гибсона-

Эшби [18] размер внутреннего каркаса 𝑎 предполагается равным половине размера всей 

ячейки 𝐿, то есть 𝑎 = 𝐿/2, тогда длина всех соединительных ребер равна 𝐿/4. Далее такую 

ячейку будем называть базовой ячейкой.  

На рис. 8а изображен один из вариантов твердотельной модели базовой ячейки 

Гибсона–Эшби, сгенерированной в пакете ANSYS, а на рис. 8б показана та же модель в 

плоскости 𝑌𝑍 (𝑥1 = 𝑋, 𝑥2 = 𝑌, 𝑥3 = 𝑍). Ячейка, изображенная на этом рисунке, имеет 

пористость 𝑝 = 0.95 или 𝑃 = 100𝑝 =  95%, ℎ =  0.0785 (м). 
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(а)             (б) 

Рис. 8. Пример ячейки Гибсона-Эшби: (а) – общий вид в трехмерном пространстве, (б) – вид в 

плоскости 𝑌𝑍 

Геометрические построения, конечно-элементные разбиения и численные 

эксперименты проводились в программном комплексе ANSYS. Для удобства и 

корректности формирования конечно-элементной сетки требуется, чтобы узлы соседних 

элементов совпадали. В связи с этим ячейка строилась из объемов трех видов, причем в два 

этапа. Сначала строилась основная часть ячейки, состоящая из внутреннего кубического 

остова. Эту часть в дальнейшем будем называть каркасом ячейки. После этого к каркасу 

достраивались внешние ребра. 

На рис. 9а приведен пример построения нижней части каркаса. Она состоит из 

внутренних ребер 𝑉𝑖𝑛 и соединительных кубических объемов 𝑉𝑐. Соединительные объемы 

располагаются на вершинах каркаса и на местах, в которых он стыкуется с внешними 

ребрами. Это необходимо для того, чтобы в дальнейшем не было проблем с генерацией 

регулярных конечно-элементных сеток при разбиении твердотельной модели на 

гексаэдральные конечные элементы. На рис. 9б приведен пример достроенного каркаса, 

который удовлетворяет описанным выше требованиям. На последнем этапе генерации 

отдельной ячейки достраиваются внешние ребра 𝑉𝑜𝑢𝑡, и в итоге получается базовая ячейка 

Гибсона–Эшби (см. рис. 8). 
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(а)      (б) 

Рис. 9. Построение кубического каркаса ячейки: (а) – нижняя часть, (б) – полный кубический 

каркас 

Как отмечалось ранее, согласно аналитической модели Гибсона-Эшби, отношение 

эффективного модуля Юнга пористого материала к модулю Юнга сплошного материала 

равно квадрату массовой доли пористого материала, т. е. 

𝐸

𝐸0
= 𝐶1(1 − 𝑝)2, (2.1.1) 

где 𝐸 – модуль Юнга пористого материала, 𝐸0 – модуль Юнга сплошного материала, 𝑝 – 

пористость, 𝐶1 – константа, значение которой для открытой ячейки принято равным 

единице. В соответствии с формулой (2.1.1), эффективные характеристики пены зависят 

только от ее пористости и упругих модулей соответствующего сплошного материала. 

Заметим также, что при фиксированном размере каркаса пористость построенного 

представительного объема зависит только от толщины ребер ℎ. Таким образом, получим 

формулу, связывающую толщину ребер и пористость. Как было показано выше, ячейка 

состоит из объемов трех видов, и таким образом общий объем одной ячейки 𝑉𝑓 можно 

представить в виде суммы: 

𝑉𝑓 = 20𝑉𝑐 + 24𝑉𝑖𝑛 + 12𝑉𝑜𝑢𝑡, (2.1.2) 

где 𝑉𝑐 = ℎ3, 𝑉𝑖𝑛 = (
𝑎

2
− ℎ) ℎ2,   𝑉𝑜𝑢𝑡 = (𝐿 − 𝑎 − ℎ)ℎ2/2. 
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С другой стороны, объем 𝑉𝑓, занимаемый материалом ячейки, можно определить 

через пористость 𝑝 и объем гомогенной среды сравнения 𝑉 = 𝐿3: 

𝑉𝑓 = (1 − 𝑝)𝑉. (2.1.3) 

Подставляя (2.1.3) в (2.1.2), для общего случая получаем формулу: 

𝑝 = 1 + 10ℎ3 − 6𝑎ℎ2 − 6𝐿ℎ2. (2.1.4) 

Учитывая, что 𝐿 = 1, 𝑎 = 𝐿/2, перепишем (2.1.4) в виде: 

𝑝 = 1 + 10ℎ3 − 9ℎ2, (2.1.5) 

где под обозначением ℎ теперь надо понимать безразмерную толщину, отнесенную к 𝐿. 

Уравнение (2.1.5) связывает пористость и толщину ребер. Задавая пористость 𝑝 в 

(2.1.5) и решая кубическое уравнение с условиями 0 < ℎ < 0,5, получим соответствующее 

значение толщины ребра ячейки. Перед проведением численных экспериментов заранее 

был вычислен массив значений ℎ при пористости от 5 % до 95 % с шагом 5 % (Таблица 1). 

Таблица 1. Соответствие между пористостью и толщиной ребра базовой ячейки Гибсона-

Эшби. 

Пористость, 𝑃 Толщина ребра, ℎ Пористость, 𝑃 Толщина ребра, ℎ 

5% 0,4700709361 55% 0,2665277707 

10% 0,4445105911 60% 0,2476157475 

15% 0,4214495569 65% 0,2282622822 

20% 0,4000000000 70% 0,2082505833 

25% 0,3796492403 75% 0,1872894978 

30% 0,3600617310 80% 0,1649518127 

35% 0,3409959275 85% 0,140537585 

40% 0,3222630913 90% 0,1127016654 

45% 0,3037038920 95% 0,07799141985 

50% 0,2851731132   

 

Заметим, что описанный выше алгоритм построения представительного объема 

справедлив только при ℎ < 𝑎/2 (рис. 10а, б). Действительно, при ℎ > 𝑎/2 кубические 

объемы, расположенные в углах и серединах каркаса, будут накладываться друг на друга 

(рис. 10в). Случай, когда ℎ = 𝑎/2 не вызывает интереса, поскольку построение модели 
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происходит очень просто. Сначала строится внутренний каркас, который состоит только из 

соединительных кубических объемов 𝑉𝑐, а затем достраиваются внешние ребра 𝑉𝑜𝑢𝑡. 

Внутренние ребра 𝑉𝑖𝑛 в таком случае не требуются. Также отметим, что в данном разделе 

рассматриваются только базовые ячейки, в которых 𝑎 = 𝐿/2 и 𝐿 = 1. Следовательно, 

рассматривается два алгоритма построения модели: при ℎ < 1/4 и ℎ > 1/4. 

 

(a)               (б)                (в) 

Рис. 10. Ячейки Гибсона-Эшби при различных толщинах ребер 

Для того, чтобы избежать ошибок во время построения ячейки в случае ℎ > 𝑎/2  

воспользуемся другим алгоритмом. Для этого выделим предполагаемые пересечения 

больших соединительных кубов и построим меньшие объемы вдоль этих границ. Все 

полученные объемы являются непересекающимися, следовательно, геометрическая модель 

корректна, и конечно-элементная решетка будет строиться автоматически с помощью 

средств пакета ANSYS. На рис. 11а приведен пример построения нижней части каркаса 

ячейки с толстыми ребрами. На нем выделены все границы, по которым построены 

непересекающиеся объемы. Далее аналогично строится весь внутренний каркас. На 

последнем этапе, аналогично ранее описанному случаю ячеек с тонкими ребрами 

(ℎ < 𝑎/2), достраиваются внешние ребра (рис. 11б). Обратим внимание, что внешние ребра 

также являются составными, следовательно границы всех объемов совпадают друг с 

другом, и в дальнейшем при построении конечно-элементной сетки узлы соседних 

элементов также будут совпадать. 
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(а)          (б) 

Рис. 11. Построение ячейки при больших толщинах ребер: (а) – нижняя часть кубического каркаса, 

(б) – полная ячейка 

После завершения процесса генерации отдельной ячейки она транслируется вдоль 

трех осей координат заданное число раз 𝑛𝑐, в результате чего получается представительный 

объем пены в форме регулярной решетки с заданной пористостью 𝑃, соответствующей 

толщине ребер ℎ. Здесь регулярной решеткой называется структура, которая состоит из 

одинаковых ячеек Гибсона-Эшби. В итоге материал пены имеет объем 𝑉𝑙  =  𝑛𝑐
3 𝑉𝑓. На 

рис. 12 изображены примеры регулярных решеток, составленных из разного количества 

ячеек как из тонких, так и из толстых ребер. 

 

(а)       (б) 
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(в)       (г) 

Рис. 12. Регулярные решетки: (а) – пористость 𝑃 = 95%, количество ячеек вдоль оси 𝑛𝑐 = 3; (б) – 

пористость 𝑃 = 95%, количество ячеек вдоль оси 𝑛𝑐 = 5; (в) – пористость 𝑃 = 50%, количество 

ячеек вдоль оси 𝑛𝑐 = 3; (г) – пористость 𝑃 = 50%, количество ячеек вдоль оси 𝑛𝑐 = 5 

 

2.4. Моделирование нерегулярных решеток 

Как известно [3, 9, 22], при производстве искусственных пен, размеры пор могут 

достаточно сильно отличаться друг от друга. Поэтому далее будет предложен алгоритм для 

моделирования нерегулярных решеток. Нерегулярной решеткой будем называть структуру, 

составленную из ячеек Гибсона-Эшби, размеры внутренних кубических каркасов которых 

выбираются случайным образом и, соответственно, могут отличаться друг от друга. 

Сборка регулярной решетки из отдельных ячеек Гибсона-Эшби не вызвает никаких 

трудностей. Так как все ячейки идентичны, то они идеально стыкуются между собой 

внешними ребрами. В случае нерегулярной решетки алгоритм становится более сложным. 

Примем, что толщина балок ℎ одинакова для всех ячеек, что обеспечивает наиболее 

простой контакт внешних ребер различных ячеек. Заметим, что при больших значениях ℎ 

размеры внутреннего каркаса ячейки меняются в меньших пределах, чем при малых ℎ. 

Поэтому в случае низкой пористости (толстых ребрах) решетка становится более 

регулярной. В связи с этим, нерегулярную решетку будем моделировать только для случая 

ℎ < 𝑎/2. 
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Как было отмечено выше, нерегулярная решетка состоит из ячеек с разными 

размерами внутреннего каркаса 𝑎. С другой стороны, общий размер ячейки вдоль каждой 

оси декартовой системы координат постоянен и равен 𝐿. Из этого следует простая 

зависимость: чем больше каркас 𝑎, тем меньше внешние ребра, и наоборот. На рис. 13 

изображены две ячейки с существенно различными размерами внутреннего каркаса. Рис 7а 

и рис. 13б демонстрируют ячейку с относительно большим размером каркаса, где (а) – 

ячейка в трехмерном пространстве, а (б) – ее проекция на ось 𝑌𝑍. Аналогичным образом на 

рис 7в и 7г изображена ячейка с относительно небольшим размером каркаса в пространстве 

(в) и в плоскости 𝑌𝑍 (г).  

 

   (а)       (б) 

 

     (в)        (г) 

Рис. 13. Пример ячеек с различными размерами внутреннего каркаса и одинаковой толщиной 

ребер 
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Введем необходимые ограничения на размеры каркаса 𝑎. Поскольку здесь 

рассматривается только случай тонких ребер, то размер внутренней части должен быть 𝑎 >

2ℎ. С другой стороны, желательно, чтобы структура ячейки сохранилась, а значит 

сохранились и внешние соединительные ребра. Следовательно, размер каркаса не может 

превышать 𝑎 < 𝐿 − 2ℎ. Таким образом, получено аналитическое ограничение 𝑎 ∈

(2ℎ, 𝐿 − 2ℎ). Но если размер 𝑎 будет близок к крайним значениям, то при построении 

компьютерной модели появятся объемы, у которых размеры в одном измерении будут в 

несколько раз меньше размеров в других измерениях. В такой ситуации нужно будет 

генерировать или очень много конечных элементов с пропорциональными размерами, или 

использовать элементы с непропорциональными размерами по осям. Оба варианта 

являются плохими для расчетов. В первом варианте размеры конечно-элементных матриц 

будут очень большими и расчеты будут проводиться достаточно долго. Второй вариант 

может приводить к большим ошибкам в конечно-элементных решениях. В связи с этим, 

введем дополнительные ограничения на размер 𝑎 для конечно-элементной модели:  

𝑎 ∈ (2ℎ + 𝛿, 𝐿 − 2ℎ − 𝛿),   𝛿 = 0,01𝐿. 

Итак, выше был описан алгоритм построения ячеек с различными размерами 

внутреннего каркаса 𝑎 и с соответствующими ограничениями для них. Далее представим 

алгоритм построения нерегулярных решеток, составленных из таких ячеек.  

Примем, что толщина балок ℎ одинакова для всех ячеек, что обеспечивает наиболее 

простой контакт внешних ребер различных ячеек. Перед началом геометрического 

построения всей структуры с использованием генератора случайных чисел создается 

массив, который содержит значения 𝑎 для всех ячеек решетки. В данной работе 

проводились эксперименты для решеток, в которых случайная величина была определена 

двумя способами: по равномерному распределению и по нормальному распределению. 

После того, как массив со значениями 𝑎 сгенерирован, то в цикле строятся ячейки 

вдоль координатных осей по аналогии с регулярной решеткой. Так как размеры основных 

частей каждой ячейки, вообще говоря, различные, то и внешние ребра тоже различны. 

Следовательно, их необходимо соединить дополнительными перемычками, иначе вся 

решетка перестает быть связной. Эти дополнительные перемычки могут быть двух видов. 

В случае, если расстояние между внешними ребрами двух ячеек небольшое (меньше ℎ), то 

дополнительные перемычки строятся под наклоном, как показано на рис. 14 между крайней 

правой и центральной ячейками. В случае, если расстояние между внешними ребрами 
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больше толщины самого ребра ℎ, то дополнительные элементы строятся перпендикулярно 

внешним ребрам, как на показано рис. 14 между центральной и крайней левой ячейками. 

 

(а) 

 

(б) 

Рис. 14. Нерегулярная цепочка из трех ячеек Гибсона-Эшби: (а) – общий вид в трехмерном 

пространстве, (б) – вид в плоскости 𝑋𝑍 
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  (а)      (б) 

Рис. 15. Регулярная (а) и нерегулярная (б) решетки 

На рис. 15 для наглядности приведены примеры регулярной (а) и нерегулярной (б) 

решеток, включающих по три ячейки вдоль каждой оси. Как можно заметить, в 

нерегулярном случае ячейки с большими каркасами могут генерироваться в случайных 

местах решетки. Естественно, что при этом ячейки с маленькими каркасами 

концентрируются в других местах. Такое расположение, очевидно, может приводить к 

геометрической анизотропии структуры, что повлечет за собой и анизотропию 

эффективной среды композита. Далее это будет подтверждено численными 

экспериментами. 

 

2.5. Моделирование ячеек различной конфигурации с фиксированной пористостью 

Отметим, что обычно в ячейке Гибсона-Эшби основными геометрическими 

параметрами являются длина каркаса 𝑎 и толщина ребер ℎ, а размер ячейки 𝐿 либо не 

обсуждается, либо принимается равным 2𝑎. Таким образом, общая пористость ячейки 𝑝 

тогда зависит только от толщины ребер ℎ. В модели, предлагаемой в данном разделе, в 

отличие от представленных ранее, в ячейке Гибсона-Эшби допустимо варьировать все три 

параметра 𝐿, 𝑎 и ℎ, через которые определяется общая пористость 𝑝 ячейки. Если же 

зафиксировать размер 𝐿, то при задании пористости 𝑝 можно найти соотношение между 

величинами 𝑎 и ℎ. Это свидетельствует о том, что ячейки Гибсона-Эшби с различными 

размерами каркасов и толщинами ребер могут иметь одинаковую пористость. Таким 
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образом, компьютерная модель может дополнить представленные ранее исследования, 

основанные на базовой ячейке Гибсона-Эшби. 

Как отмечалось ранее, что моделируемая ячейка состоит из объемов трех видов: 

кубических объемов 𝑉𝑐 со стороной ℎ, объемов внутренних ребер 𝑉𝑖𝑛 и объемов внешних 

ребер 𝑉𝑜𝑢𝑡. Из этого вытекает, что объем материала в ячейке Гибсона-Эшби 𝑉𝑓 можно 

вычислить по формуле 

𝑉𝑓 = 20𝑉𝑐 + 24𝑉𝑖𝑛 + 12𝑉𝑜𝑢𝑡, (2.3.1) 

где 

𝑉𝑐 = ℎ3, 𝑉𝑖𝑛 = (
𝑎

2
− ℎ) ℎ2,   𝑉𝑜𝑢𝑡 =

(𝐿 − 𝑎 − ℎ)ℎ2

2
. (2.3.2) 

Объем материала пористого тела 𝑉𝑓 можно также определить через пористость 𝑝 и 

объем сплошного куба 𝑉 = 𝐿3, в который можно вместить ячейку Гибсона-Эшби: 

𝑉𝑓 = (1 − 𝑝)𝑉. (2.3.3) 

Подставляя (2.3.2), (2.3.3) в (2.3.1), получаем зависимость длины каркаса от 

пористости и толщины ребер: 

𝑎(𝑝, ℎ) =
(1 − 𝑝)𝐿3

6ℎ2
+

5

3
ℎ − 𝐿. (2.3.4) 

Таким образом, получена формула, связывающая основные геометрические 

параметры ячейки с пористостью. Зафиксировав, например, размер ячейки 𝐿, можно 

провести серию вычислительных экспериментов при различных процентах пористости 𝑝 и 

толщинах ребер ℎ. Естественно, что толщины ячеек могут изменяться в некоторых 

пределах. Данные граничные значения можно получить геометрически. На рис. 16 

изображены проекции двух предельных случаев построения ячейки при одинаковой 

пористости 95% (слева наиболее тонкие ребра, справа – наиболее толстые). Поскольку 

𝑉𝑖𝑛 > 0, 𝑉𝑜𝑢𝑡 > 0, введем параметр 𝛿 > 0, который определяет длины внутренних и 

внешних ребер в предельных случаях и гарантирует, что их объемы не обратятся в ноль. 

Получим сначала предельные значения для длины каркаса ячейки 𝑎. Из рисунка 16б 

очевидно 𝑎𝑚𝑖𝑛 = 2ℎ + 2𝛿, аналогично из рисунка 10а следует, что 𝑎𝑚𝑎𝑥 = 𝐿 − ℎ − 2𝛿. 

Подставляя 𝑎𝑚𝑖𝑛 и 𝑎𝑚𝑖𝑛 в уравнение (2.3.4), выразим предельные значения для ℎ. Таким 

образом, получаем ограничения для 𝑎 и ℎ: 
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ℎ ∈ [𝐿 − 𝑎 − 2𝛿,
𝑎

2
− 𝛿] , (2.3.5) 

𝑎 ∈ [2ℎ + 2𝛿, 𝐿 − ℎ − 2𝛿], (2.3.6) 

Определим теперь значения параметра 𝛿. Так как рассматриваются предельные 

случаи, то необходимо, чтобы 𝛿 стремился к нулю. Но тогда при построении появятся 

плоские объемы, то есть объемы, у которых размеры в одном измерении будут во много раз 

меньше размеров в других измерениях. В такой ситуации нужно будет генерировать или 

очень много конечных элементов с пропорциональными размерами, или использовать 

элементы с непропорциональными размерами по осям. Оба варианта являются плохими для 

численных расчетов. В первом варианте размеры конечно-элементных матриц будут очень 

большими, и расчеты будут проводиться достаточно долго. Второй вариант может 

приводить к большим ошибкам в конечно-элементных решениях. В связи с этим, был задан 

параметр 𝛿 = 0,01𝐿. 

 

     (а)          (б) 

Рис. 16. Ячейки Гибсона-Эшби с равной пористостью 95% и различной геометрической 

конфигурацией: (а) – наибольший размер каркаса, (б) – наименьший размер каркаса 

 

Границы (2.3.5), (2.3.6) с учетом (2.3.4) определяются неявно, поскольку 𝑎 =

𝑎(𝑝, ℎ). Таким образом, они зависят друг от друга и от пористости. Ниже приведена таблица 

2 с предельными значениями при различной пористости ячейки. 
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Таблица 2. Предельные значения толщины ребер и размеров каркаса при различной 

пористости ячейки. 

Пористость 65% 70% 75% 80% 85% 90% 95% 

𝑎𝑚𝑖𝑛 0,4812 0,4481 0,4119 0,3716 0,3256 0,2706 0,1982 

𝑎𝑚𝑎𝑥 0,7790 0,7969 0,8156 0,8354 0,8570 0,8815 0,9119 

ℎ𝑚𝑖𝑛 0,2010 0,1831 0,1644 0,1446 0,1230 0,0985 0,0681 

ℎ𝑚𝑎𝑥 0,2306 0,2140 0,1959 0,1758 0,1528 0,1253 0,0891 

 

После завершения процесса генерации отдельной ячейки она транслируется вдоль 

трех осей координат заданное число раз 𝑛𝑐, в результате чего получается представительный 

объем пены в форме регулярной решетки с заданной пористостью 𝑝 и с выбранной 

толщиной ребер ℎ. В итоге материал пены имеет объем 𝑉𝑙  =  𝑛𝑐
3 𝑉𝑓 . 

Полученные объемы имеют различную внутреннюю структуру в зависимости от 

пористости и толщин ребер. Так, на рис. 17 изображены две решетки с пористостью 𝑝 =

0,8, 𝑃 = 100𝑝 = 80% при 𝐿 = 1 (m), 𝑛𝑐 = 3, и при минимальных и максимальных 

толщинах ребер, рассчитанных по (2.3.4) – (2.3.6) для данной пористости. В случае (а) 

толщина ребер минимальна ℎ = 0,1446 (m), а в случае (б) – максимальна ℎ = 0,1758 (m). 

Очевидно, что при увеличении толщины ребер, размер внутреннего каркаса уменьшается. 

Как будет показано ниже, это значительно влияет на эффективные жесткостные свойства 

решетки. 

 

     (а)       (б) 

Рис. 17. Решетки с фиксированной пористостью и различной конфигурацией геометрии ячейки 
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2.6. Конечно-элементное разбиение и сходимость модели 

На заключительном этапе для численного решения задач гомогенизации 

полученный представительный объем разбивался на конечные элементы. Для этих целей из 

библиотеки ANSYS был выбран объемный восьмиузловой гексаэдральный элемент 

структурного анализа SOLID185 (рис. 18) с тремя степенями свободы перемещений в 

каждом узле и оболочечный четырехузловой элемент SHELL181 с шестью степенями 

свободы перемещений и углов поворота в каждом узле, который при задаваемой 

мембранной опции также имеет только три степени свободы перемещений. Подробнее о 

мембранном элементе будет написано в разделе 2.7. 

 

Рис. 18. Восьмиузловой гексаэдральный элемент SOLID185 

Из-за геометрических особенностей ячейки представительный объем 

проблематично разбить трехмерными элементами равных размеров. Поэтому определим 

характерный размер объемного конечного элемента вдоль оси равным 𝑙𝑒 = 𝐿/𝑛𝑒, где 𝑛𝑒 – 

количество объемных элементов в отдельной ячейке вдоль оси. Очевидно, что чем больше 

число 𝑛𝑒, тем больше общее число элементов и выше точность численного эксперимента, 

но, соответственно, и существенно больше время, затраченное на вычисления. Для 

определения оптимального размера конечных элементов 𝑙𝑒 была проведена серия 

численных экспериментов при различных 𝑛𝑒, но при фиксированных пористости 𝑃 = 90% 

и геометрической конфигурации ℎ =  0.165, 𝑎 =  0.5. Вычисления проводились для 

единичной ячейки 𝑛𝑐  =  1, а также для решеток 𝑛𝑐  =  3, 𝑛𝑐  =  5. Ниже представлена 

таблица значений относительного модуля Юнга 𝑟(𝐸) = 𝐸𝑒𝑓𝑓/𝐸𝑓 от количества конечных 

элементов, также в ней отображено количество конечных элементов. 
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Таблица 3. Таблица значений относительного модуля Юнга от размера конечно-

элементной сетки. 

 

𝑛𝑒 

𝑛𝑐 = 1 𝑛𝑐 = 3 𝑛𝑐 = 5 

𝑟(𝐸) Кол-во 

элементов 
𝑟(𝐸) Кол-во 

элементов 
𝑟(𝐸) Кол-во 

элементов 

10 0,0513 352 0,0413 9504 0,0392 44000 

15 0,0502 400 0,0407 10800 0,0388 50000 

20 0,0473 1296 0,0385 34992 0,0366 162000 

25 0,0460 2816 0,0376 76032 0,0359 352000 

30 0,0450 5800 0,0369 156600 0,0352 725000 

35 0,0446 9504 0,0366 256608 0,0349 1188000 

40 0,0443 14504 0,0364 391608 0,0348 1813000 

45 0,0441 16268 0,0363 439236   

50 0,0439 22528 0,0362 608256   

55 0,0437 33048 0,0360 892296   

60 0,0436 44000 0,0359 1188000   

65 0,0434 60016 0,0358 1620432   

70 0,0434 76032     

75 0,0433 77760     

 

Результаты, приведенные на рис. 19, демонстрируют сходимость конечно-

элементных расчетов при вычислении относительного модуля Юнга 𝑟(𝐸). Желтая кривая 

на рисунке 19 соответствует значениям, вычисленным для одной ячейки Гибсона-Эшби, 

красная – для решетки размера 3 × 3 × 3, синяя – для решетки размера 5 × 5 × 5. Кривые 

для решеток на рисунке 19 заканчиваются раньше, чем кривая для одной ячейки, поскольку 

расчеты при росте числа 𝑛𝑒 для решеток занимали очень много времени и поэтому не 

проводились при достижении разумных показателей сходимости. Аналогичная тенденция 

сходимости наблюдалась и для относительных модулей 𝑟(𝐶11), 𝑟(𝐶12), 𝑟(𝜈). 
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Рис. 19. Сходимость значений модуля Юнга в зависимости от числа 𝑛𝑒 объемных конечных 

элементов вдоль оси 

Отметим, что из числа 𝑛𝑒 общее количество конечных элементов, включая как 

объемные, так и мембранные, определяется не по аналитическим формулам, а 

программным образом в ANSYS. Между тем, соответствующие значения числа конечных 

элементов 𝑁1, 𝑁3 и 𝑁5 связаны между собой простыми формулами: 𝑁3 = 27𝑁1, 𝑁5 = 125𝑁1. 

Эти соотношения очевидны, поскольку решетка размера 3 × 3 × 3 состоит из 27 отдельных 

ячеек Гибсона-Эшби, а решетка размера 5 × 5 × 5 состоит из 125 ячеек. Тем не менее 

колонки с числами 𝑁3, и 𝑁5 приведены в таблице 3, чтобы показать, насколько большим 

становится общее число конечных элементов в решетках. 

Обратим внимание на то, что для сходимости решеток требуется в несколько раз 

больше элементов, чем для сходимости единичной ячейки. В итоге на основе полученных 

результатов и с учетом среднего времени, потраченного на вычисление задачи 

гомогенизации были приняты следующие оптимальные размеры конечных элементов: 

𝑙𝑒1 = 𝐿/60, 𝑙𝑒3 = 𝐿/30 и 𝑙𝑒5 = 𝐿/20 для единичной ячейки 𝑛𝑐 = 1 и для решеток 𝑛𝑐 = 3 и 

𝑛𝑐 = 5, соответственно. 

 

2.7. Моделирование мембранных элементов 

Если характерные блоки пенообразного материала имеют наноразмеры, то 

обычные подходы макромеханики требуют изменений, поскольку у 

наноструктурированных композитов возникают различные аномальные свойства, 
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отличающие их от тел обычных размеров [35, 73]. Например, экспериментально 

установлено, что нанопористые материалы могут обладать большей жесткостью, чем 

аналогичные объекты обычных размеров. Среди ряда моделей, описывающих поведение 

упругих наноразмерных тел, наиболее популярной является модель Гуртина-Мурдоха, 

учитывающая поверхностные напряжения [76]. Эта модель широко используется и для 

моделирования наноструктурированных пенообразных материалов [93, 95 – 98]. В 

настоящей работе была выбрана данная модель, согласно которой при решении задач 

гомогенизации на наноуровне следует учитывать не только внешние, но и внутренние или 

интерфейсные границы представительных объемов, задавая на последних поверхностные 

напряжения. 

С физической точки зрения эту модель можно рассматривать как модель упругого 

тела с прикрепленной на ее поверхности эластичной мембраной. Тензор усилий, 

действующий в мембране, может быть интерпретирован как тензор поверхностных 

напряжений. Таким образом, после моделирования основной решетки, на последнем этапе 

необходимо добавить элементы, которые будут учитывать поверхностные эффекты. Для 

этих целей используются мембранные (пластинчатые) упругие элементы, которые 

накладываются на поверхности ребер представительного объема. Из библиотеки ANSYS 

был выбран четырехузловой оболочный элемент SHELL181 (рис. 20). В общем виде 

каждый узел данного элемента имеет шесть степеней свободы: перемещения по 

координатам 𝑥, 𝑦, 𝑧 и вращения вокруг осей 𝑥, 𝑦, 𝑧. В рассматриваемом случае выбиралась 

мембранная опция, при которой элемент имеет только степени свободы по перемещениям.  

 

Рис. 20. Четырехузловой оболочный элемент SHELL181 
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Для кубических представительных объемов, составленных из геометрически 

одинаковых кубических конечных элементов, формирование мембранных элементов имело 

некоторые особенности. На первом этапе создавалась сетка из объемных гексаэдральных 

конечных элементов SOLID185 со свойствами двух фаз по алгоритмам, описанным в 

разделах 2.1, 2.2. На следующем шаге автоматическим образом генерировались 

оболочечные элементы SHELL181 с опцией мембранных напряжений, имитирующие 

интерфейсные границы. Для этого вначале выделялись конечные элементы с 

материальными свойствами пор. Полученный массив элементов по своим внешним 

границам покрывался ответными контактными элементами TARGE170 с помощью 

команды TSHAP,QUAD. Таким образом, грани всех конечных элементов со свойствами 

пор, выходящие на внешние поверхности массива этих элементов, оказывались покрытыми 

четырехузловыми контактными элементами (TARGE170 вида QUAD). Затем контактные 

элементы, находящиеся на внешней границе представительного объема, удалялись, а 

оставшиеся контактные элементы заменялись на четырехузловые оболочечные элементы 

SHELL181 с опцией только мембранных напряжений. 

Для оболочечных элементов необходимо было еще обеспечить тип анизотропии, 

согласованный с анизотропией объемных конечных элементов. Для материала 

гексагональной сингонии данная процедура была реализована путем перестановки 

коэффициентов жесткости по строкам и столбцам, соответствующим осям 𝑧 и 𝑦, для 

оболочечных элементов, расположенных перпендикулярно плоскости изотропии 𝑂𝑥𝑦. В 

итоге все грани соприкосновения упругих структурных элементов с порами оказывались 

покрытыми мембранными упругими конечными элементами, моделирующими наличие 

поверхностных напряжений (1.4.5) – (1.4.8) на интерфейсных границах Г𝑠. 

Обратим внимание, что, согласно теории, поверхностные эффекты учитываются на 

интерфейсных границах композита, то есть на границах между материалом и порами. На 

внешних границах представительного объема задаются главные граничные условия в 

перемещениях. Кроме того, внешние границы являются условными, поскольку 

представительный объем в теории может рассматриваться как часть глобальной структуры 

композита. В связи с этим, мембранные элементы не накладываются на внешние границы 

представительного объема. В частном случае, когда рассматриваются ячейки Гибсона-

Эшби, мембранные элементы не накладываются на внешние торцы ребер ячеек. На рисунке 

21 приведены примеры построенных мембранных элементов для представительного 

объема со случайным расположением пор при пористости 𝑃 = 20%.  
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(а)      (б) 

Рис. 21. Примеры массивов мембранных элементов на границах между двумя фазами при 

случайном распределении пор, пористость 𝑃 = 20%,  относительная площадь мембранных 

элементов: (а) – 𝑆𝑟 ≈ 2.424, (б) – 𝑆𝑟 ≈ 2.395 

Следует отметить, что из-за случайной расстановки пор, площадь мембранных 

элементов будет изменяться в некоторых границах от одного эксперимента к другому, и 

вследствие этого эффективные свойства всего композита также будут меняться. Введем 

параметр 𝑆𝑟 – относительную площадь поверхностных элементов, который вычисляется 

следующим образом  

𝑆𝑟 =
𝑆𝑠

𝑆𝑓
 , (2.7.1) 

где 𝑆𝑠 – площадь мембранных элементов, а 𝑆𝑓 = 6 ⋅ 𝐿2 – общая площадь внешних граней 

представительного объема. 

На рисунке 22 приведены примеры построенных мембранных элементов для 

отдельных ячеек Гибсона-Эшби. В данном случае изменение площади мембранных 

элементов происходит только при изменении пористости представительного объема. 

Следовательно, с изменением пористости меняется также вклад от поверхностного 

эффекта, который влияет на эффективные модули. Обратим также внимание, что на торцах 

ребер отсутствуют элементы, следовательно массив мембранных элементов представляет 

собой своеобразную структуру из "соединенных трубок". 
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(а)        (б) 

Рис. 22. Примеры массивов мембранных элементов на интерфейсных границах ячеек: (а) – 

пористость 95%, (б) – пористость 55% 

При расчетах с использованием модели с поверхностными мембранами возникают 

две проблемы. Во-первых, при рассмотрении ячейки, как совокупности основного объема 

и поверхностного слоя, необходимо знать физические характеристики обеих частей, но 

данные по поверхностным модулям до сих пор нельзя считать полными и надежными. Во-

вторых, в построенной конечно-элементной модели для мембран задаются объемный 

модуль Юнга 𝐸𝑚 и толщина мембраны ℎ̃𝑚. Как можно показать, мембранный элемент будет 

описывать эффект поверхностных напряжений, если 𝐸𝑠 = ℎ̃𝑚𝐸𝑚. Введем теперь 

коэффициент пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 = 𝐸𝑚/𝐸𝑓. Тогда, варьируя 𝑘𝑠𝑠 можно будет менять 

значения поверхностных модулей: 𝐸𝑠 = ℎ̃𝑚𝑘𝑠𝑠𝐸𝑓. Толщину мембраны ℎ̃𝑚 отнесем к 

размеру ячейки �̃�, и для удобства расчетов будем использовать безразмерную толщину 

мембраны ℎ𝑚 = 1. 

В статьях [97, 98] на основе решения задачи изгиба балки с поверхностными 

напряжениями была получена аналитическая модель зависимости эффективного модуля 

Юнга нанопористого материала от толщины ребра ячейки Гибсона-Эшби. На основе 

данных этих работ и численных результатов нашей модели, получена эмпирическая 

формула, связывающая коэффициент пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 с реальным значением 

толщины ребра ячейки ℎ (нм). 

ℎ =
𝑎

𝑘𝑠𝑠
4/9

+ 𝑏, (2.4.1) 
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где 𝑎 = 0,2305177888, 𝑏 = −0,5306719104. 

Таким образом, предложена конечно-элементная модель для нахождения 

эффективных характеристик наноразмерных пористых материалов, основанная на модели 

Гуртина-Мурдоха. Размерный эффект моделируется поверхностными мембранами на 

гранях интерфейсных элементов. Упругие модули, заданные на мембранах, связаны с 

упругими модулями исходного материала с помощью коэффициента пропорциональности 

𝑘𝑠𝑠. Однако, формально, 𝑘𝑠𝑠 – коэффициент, который никак не связан с размером ячейки. 

Поэтому на основе работ других авторов и проведенных в настоящем исследовании 

численных экспериментов была получена эмпирическая формула, связывающая 𝑘𝑠𝑠 с 

реальными размерами ячейки для моделей, основанных на ячейках Гибсона-Эшби. 

Кроме того, при различных модификациях проведенных исследований 

применялись разные варианты обезразмеривания по пространству. Например, в [50], в 

отличие от [49], представительный объем задавался в безразмерном виде, причем сторона 

отдельного гексаэдрального конечного элемента принималась равной 1. Таким образом, 

параметр обезразмеривания по пространству равнялся минимальному размеру поры 𝑙0. 

Далее принималось, что поверхностные модули материала связаны с его объемными 

модулями 𝑐𝛼𝛽 по формуле 𝑐𝛼𝛽
𝑠 = 𝑙𝑐𝑐𝛼𝛽, где, например, 𝑙𝑐 = 10−10 (м). Кроме того, 

поверхностные модули 𝑐𝛼𝛽
𝑠  связаны с толщиной мембраны ℎ̃𝑚 и ее объемными модулями 

𝑐𝛼𝛽
𝑚  соотношением 𝑐𝛼𝛽

𝑠 = ℎ̃𝑚𝑐𝛼𝛽
𝑚 . Для модулей жесткости оболочечных элементов 𝑐𝛼𝛽

𝑚  

примем линейную связь с объемными модулями 𝑐𝛼𝛽 через коэффициент 

пропорциональности 𝑘𝑠𝑠: 𝑐𝛼𝛽
𝑚 = 𝑘𝑠𝑠𝑐𝛼𝛽. Тогда имеем 𝑐𝛼𝛽

𝑠 = ℎ̃𝑚𝑐𝛼𝛽
𝑚 = ℎ̃𝑚𝑘𝑠𝑠𝑐𝛼𝛽 =

ℎ̃𝑚𝑘𝑠𝑠𝑐𝛼𝛽
𝑠 /𝑙𝑐, и следовательно ℎ̃𝑚 = 𝑙𝑐/𝑘𝑠𝑠. Если теперь задать ℎ̃𝑚 = 𝑙0, то 𝑙0 = 𝑙𝑐/𝑘𝑠𝑠, и 

поэтому коэффициент 𝑘𝑠𝑠 обратно пропорционален минимальному размеру пор 𝑙0. Далее 

безразмерный минимальный размер пор 𝑙0 принимается равным 1, т.е. он считается 

отнесенным к 𝑙0. Безразмерная толщина оболочечных элементов ℎ𝑚 тогда также 

оказывается равной 1, поскольку ℎ̃𝑚 = 𝑙0, ℎ𝑚 = ℎ̃𝑚/𝑙0 = 1. Теперь при дальнейших 

исследованиях можно варьировать коэффициент 𝑘𝑠𝑠 и пористость 𝑝. Полученные в итоге 

результаты для значений эффективных модулей будут означать, что при расчетах 

поверхностные модули были приняты равными 𝑐𝛼𝛽
𝑠 = 𝑘𝑠𝑠𝑙0𝑐𝛼𝛽. Если из каких-либо 

экспериментов известны поверхностные модули 𝑐𝛼𝛽
𝑠 , и был задан коэффициент 𝑘𝑠𝑠, то 

полученные результаты буду соответствовать композиту с минимальным размером пор 

𝑙0 = 𝑐𝛼𝛽
𝑠 /(𝑘𝑠𝑠𝑐𝛼𝛽).  
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Глава 3. Вычислительные эксперименты по определению 

эффективных модулей пористых анизотропных упругих 

материалов с интерфейсными напряжениями 

3.1. Численные эксперименты для композитов кубической формы и различной 

пористости с учетом поверхностных напряжений 

В данном разделе приводятся результаты численных экспериментов, 

реализованных на представительных объемах, рассмотренных в разделах 2.1 и 2.2. 

Поверхностные эффекты, возникающие в наноразмерных масштабах, моделируются с 

помощью поверхностных мембран, как было описано в разделе 2.7.  

В качестве материала первой фазы для первого численного эксперимента был 

выбран бериллий. Он является анизотропным материалом гексагональной сингонии. 

Матрица жесткостей в таком случае содержит пять различных компонент и имеет 

следующий вид: 

𝑐 =

[
 
 
 
 
 𝑐11 
𝑐12 
𝑐13 
0
0
0

𝑐12 
𝑐11 
𝑐13 
0
0
0

𝑐13 
𝑐13 
𝑐33 
0
0
0

0
0
0

𝑐44 
0
0

0
0
0
0

𝑐44 
0

0
0
0
0
0

𝑐11 − 𝑐12

2
 ]
 
 
 
 
 

. 

Константы бериллия при нулевой пористости и температуре 𝑇 = 27°𝐶 были 

приняты следующими: 

𝑐11 = 29.2 ⋅ 1010 Н
м2⁄ , 

𝑐12 = 2.7 ⋅ 1010  Н м2⁄ , 

𝑐13 = 1.4 ⋅ 1010  Н м2⁄ , 

𝑐33 = 33.6 ⋅ 1010  Н м2⁄ , 

𝑐44 = 16.3 ⋅ 1010  Н м2⁄ . 

Ненулевые материальные константы второй фазы задавались соотношением: 𝑐𝑖𝑗
𝑝 =

휂𝑐𝑖𝑗, где 휂 = 10−10, 𝑐𝑖𝑗 − компоненты матрицы жесткости материала первой фазы. 

Физические характеристики мембранных элементов, моделирующих 

поверхностный эффект, неизвестны. Поэтому согласно разделу 2.7 был введен 

коэффициент пропорциональности 𝑘𝑠𝑠, связывающий основные константы мембранных и 
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объемных элементов, то есть 𝑐𝑖𝑗
𝑚 = 𝑘𝑠𝑠𝑐𝑖𝑗. В реальности поверхностный эффект возникает, 

когда размеры пористого композита соответствуют наномасштабу, следовательно, чем 

больше значение 𝑘𝑠𝑠, тем меньше размер рассматриваемого материала. Зная 

характеристики двух фаз композита и мембран, расположенных на границах фаз, согласно 

изложенному ранее можно в результате конечно-элементных расчетов найти эффективные 

модули рассматриваемого представительного объема. 

На первом этапе проводился поиск зависимостей эффективной жесткости 

наноразмерного композита от процента пористости 𝑃 и коэффициента пропорциональности 

𝑘𝑠𝑠. Пористость 𝑃 задавалась в пределах от 10% до 80% с шагом в 10%, а коэффициент 𝑘𝑠𝑠 

принимал значения 0.001, 0.01, 0.1, 0.5 и 1. Вычисления проводились на трех типах 

представительных объемах различной связности: на двух моделях со связностью 3-3, 

рассмотренных в разделе 2.2 (прямой и обратный алгоритмы), и на модели со случайным 

распределением пор. Представительный объем равномерно разбивался конечными 

элементами таким образом, что количество элементов вдоль оси равно 𝑑 = 16, а их общее 

количество равно 163 = 4096. Такой выбор связан с некоторыми ограничениями в 

алгоритме построения модели со связностью 3-3 в программном комплексе ACELAN-

COMPOS. 

На рисунках 23-30 изображены графики зависимостей относительных модуля 

Юнга 𝑟(𝐸𝑖), модуля сдвига 𝑟(𝐺𝛼𝛽) и коэффициента Пуассона 𝑟(𝜈𝛼𝛽) от пористости. Здесь 

и далее относительные значения, полученные с помощью компьютерной модели, будем 

определять как отношение эффективного модуля к модулю исходного материала, то есть: 

𝑟(𝐸𝑖) =
𝐸𝑖

𝑒𝑓𝑓

𝐸𝑖
𝑓

, (3.1.1) 

𝑟(𝐺𝛼𝛽) =
𝐺𝛼𝛽

𝑒𝑓𝑓

𝐺𝛼𝛽
𝑓

, (3.1.2) 

𝑟(𝜈𝑖𝑗) =
𝜈𝑖𝑗

𝑒𝑓𝑓

𝜈𝑖𝑗
𝑓

, (3.1.3) 

где 𝐸𝑖
𝑒𝑓𝑓

, 𝐺𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓

, 𝜈𝑖𝑗
𝑒𝑓𝑓

 – значения эффективных модулей пористого тела, а 𝐸𝑖
𝑓
, 𝐺𝛼𝛽

𝑓
, 𝜈𝑖𝑗

𝑓
 – 

соответствующие значения этих же модулей для материала матрицы композита (т.е. для 

тела с нулевой пористостью). 
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(а)       (б) 

Рис. 23. Значения относительных модулей Юнга при случайном расположении пор: (а) – вдоль оси 

𝑂𝑥, (б) – вдоль оси 𝑂𝑧 

 

(а)       (б) 

Рис. 24. Значения относительных модулей Юнга для композитов связности 3-3, полученные 

прямым алгоритмом: (а) – вдоль оси 𝑂𝑥, (б) – вдоль оси 𝑂𝑧 
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(а)      (б) 

Рис. 25. Значения относительных модулей Юнга для композитов связности 3-3, полученные 

реверсивным алгоритмом: (а) – вдоль оси 𝑂𝑥, (б) – вдоль оси 𝑂𝑧 

На рисунках 23-25 изображены графики пяти цветов, каждому из которых 

соответствует определенное значение коэффициента пропорциональности: 𝑘𝑠𝑠 = 0.001 – 

синий, 𝑘𝑠𝑠 = 0.01 – красный, 𝑘𝑠𝑠 = 0.1 – зеленый, 𝑘𝑠𝑠 = 0.5 – фиолетовый и 𝑘𝑠𝑠 = 1 – 

голубой. При малых значениях 𝑘𝑠𝑠 (≤ 10−2) синие и красные кривые накладываются друг 

на друга, что говорит о незначительном влиянии поверхностных напряжений на 

мембранных элементах на эффективные свойства. Следовательно, можем считать, что при 

низких значениях коэффициента 𝑘𝑠𝑠 поверхностные эффекты не наблюдаются, и данная 

модель описывает поведение композита обычных размеров, особенно при 𝑘𝑠𝑠 = 0.001. 

При значении коэффициента пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 = 0.1 наблюдается 

небольшое отклонение зеленой линии от красной и синей. Следовательно, жесткость 

мембран на границах фаз уже влияет на эффективные свойства композита. Таким образом, 

при значениях коэффициента пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 ≥ 0.1 в построенной конечно-

элементной модели проявляется поверхностный эффект, возникающий в пористых 

композитах в наноразмерных масштабах. 

На интуитивном уровне достаточно очевидно, что материал с внутренней пористой 

структурой обладает меньшей жесткостью, чем материал с нулевой пористостью. Данное 

высказывание справедливо для тел обычных размеров. Но на наноуровне заметное влияние 

на эффективные свойства оказывают и поверхностные напряжения. На графиках 22-23 

фиолетовая и голубая линии, соответствующие 𝑘𝑠𝑠 = 0.5 и 𝑘𝑠𝑠 = 1, при определенной 

пористости могут принимать значения выше единицы, то есть 𝑟(𝐸𝑖) > 1. Данный результат 

демонстрирует, что при малой пористости наноразмерный материал может обладать не 
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только более высокой жесткостью по сравнению с аналогичным пористым 

макроразмерным материалом, но также даже превосходить значения жесткости сплошного 

материала. Этот факт известен для наноструктурированных пористых материалов, 

описываемых моделью Гуртина-Мурдоха ([74, 94], и др.) 

 

(а)      (б) 

Рис. 26. Значения относительных модулей сдвига для композитов со связностью 3-3: (а) – 

полученные прямым алгоритмом, (б) – полученные реверсивным алгоритмом 

 

Рис. 27. Значения относительных модулей сдвига для композитов со случайным расположением 

пор 

На рисунках 26-27 изображены графики зависимостей относительного модуля 

сдвига от пористости материала. Линии различных цветов аналогичным образом 

соответствуют результатам при различных значениях коэффициента пропорциональности 

𝑘𝑠𝑠. На данных графиках для модулей сдвига наблюдаются тенденции, схожие и для 

модулей Юнга, отмеченные ранее. 
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Рис. 28. Значения относительных коэффициентов Пуассона для композитов со случайным 

расположением пор 

 

Рис. 29. Значения относительных коэффициентов Пуассона для композитов, построенных прямым 

алгоритмом связности 3-3 

 

Рис. 30. Значения относительных коэффициентов Пуассона для композитов, построенных 

обратным алгоритмом связности 3-3 
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На рисунках 28-30 изображены графики зависимостей относительного 

коэффициента Пуассона от пористости материала для различных композитов. Линии 

различных цветов аналогичным образом соответствуют результатам при различных 

значениях коэффициента пропорциональности 𝑘𝑠𝑠. Из данных графиков видно, что 

значения коэффициентов Пуассона 𝜈12
𝑒𝑓𝑓

 и 𝜈13
𝑒𝑓𝑓

 бериллия не обладают монотонностью. При 

изменении пористости может наблюдаться как незначительное убывание, так и довольно 

большой рост. Например, относительное значение 𝑟(𝜈13) для композитов с пористостью 

более 70% может достигать 𝑟(𝜈13) = 2.5 и даже выше. 

Такое поведение коэффициентов Пуассона не характерно для других материалов, 

например, для кремния [107]. Необычные результаты для нанопористого бериллия можно 

объяснить тем, что их исходные значения крайне малы: 𝜈12 = 0.09 и 𝜈13 = 0.04. В связи с 

этим изменения больших значений модулей жесткости суммарно могут давать различные 

эффекты для коэффициентов Пуассона, которые в итоге оказываются, тем не менее, 

достаточно малыми. Кроме того, погрешности вычислений малых значений коэффициентов 

Пуассона, очевидно, больше погрешностей определения модулей жесткости. 

Из анализа графиков, приведенных на рисунках 23-30, можно сделать вывод, что 

пористость и поверхностные эффекты оказывают противоположное влияние на 

эффективные жесткости: простой рост пористости приводит к уменьшению модулей 

жесткости, а поверхностные эффекты, наоборот, увеличивают их. 

Далее на основе проведенных вычислений определим влияние распределения пор 

композита на эффективные модули. Выберем коэффициент пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 = 0.5, 

так как при данном значении поверхностные эффекты проявляются достаточно явно. 

Обратим внимание на то, что поверхностные эффекты проявляются в наноразмерных 

масштабах. Представленная нами модель является безразмерной, следовательно, можно 

определить закономерность коэффициента пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 и реального размера 

представительного объема. Но целью данного численного эксперимента было 

подтверждение корректности общей компьютерной модели, а также нахождение влияния 

мембранных элементов на эффективные свойства. Поэтому в данном разделе такая 

закономерность не анализировалась. Определение функции, связывающей 𝑘𝑠𝑠 с реальными 

физическими размерами представительного объема, описано в разделе 2.7. Заметим, что 

полученная закономерность (2.7.1) справедлива только для частного случая, когда в 

качестве представительного объема рассматривается ячейка Гибсона-Эшби. 



67 
 

Построим графики зависимостей относительных эффективных модулей от 

пористости при 𝑘𝑠𝑠 = 0.5. На одной координатной плоскости изобразим несколько 

графиков, соответствующих разным типам связности, чтобы продемонстрировать разницу 

во влиянии поверхностных эффектов от структуры композита. 

 

(а)      (б) 

Рис. 31. Значения относительных модулей Юнга для пористых композитов с различной 

структурой: (а) – 𝑟(𝐸𝑥) и (б) – 𝑟(𝐸𝑧) 

 

(а)      (б) 

Рис. 32. Значения относительных коэффициентов Пуассона для пористых композитов с различной 

структурой: (а) – 𝑟(𝜈12) и (б) – 𝑟(𝜈13) 

На рисунках 31 и 32 изображены графики, полученные при расчетах композитов 

трех типов: синяя линяя соответствует композиту со случайным распределением пор, 

красная – композиту, полученному по прямому алгоритму 3-3, а зеленая – композиту, 

полученному обратным алгоритмом 3-3.  
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Обратим внимание, что на рисунках 31 (а), (б) красная и зеленая кривые имеют 

схожее поведение, но синяя кривая, соответствующая композитам со случайной структурой 

пористости, заметно выделяется, так как имеет большие относительные значения.  

Данный эффект можно объяснить следующим образом. Композиты, построенные 

прямым и обратным алгоритмом связности 3-3 обладают меньшей площадью поверхности 

пор, чем аналогичные композиты с произвольной структурой. Это происходит из-за 

требования связности второй фазы. Следовательно, площадь мембран, расположенных на 

границе двух фаз, также меньше. Например, при проведении отдельных вычислительных 

экспериментов было получено, что отношение площади поверхности пор к площади 

боковых сторон представительного объема 𝑟(𝑆) для композита (с пористостью 30%) со 

случайным распределением 𝑟(𝑆) = 3.145, а для композита со связностью 3-3 𝑟(𝑆) = 1.737. 

Таким образом, при данных расчетах мембран с заданными поверхностными 

напряжениями в модели со случайным распределением пор оказалось примерно в 1.8 раз 

больше. 

В алгоритме 3-3 и, соответственно, обратном ему для сохранения связности обеих 

фаз размеры пор могут быть большими и преобладать в какой-то определенной области 

представительного объема. С другой стороны, при произвольном случайном распределении 

связность пор не поддерживается, поэтому поры обычно генерируются почти равномерно 

по всей области тела, не часто объединяются друг с другом по общим граням, и поэтому 

они имеют небольшие размеры и их большое число.  

Таким образом, можно сделать вывод, что при одинаковом проценте пористости 

композит, в котором размеры отдельных пор меньше, будет иметь большие эффективные 

модули жесткости, чем композит, в котором количество пор меньше, а их размеры больше. 

Теоретическое описание данного эффекта для другого примера пористого нанокомпозита 

было приведено ранее в работе [94]. 

На рисунке 32 представлены значения относительных коэффициентов Пуассона 

при различных типах связности. Как уже отмечалось ранее, поведение коэффициентов 

Пуассона бериллия при увеличении пористости не имеет монотонности. Более того, 

кривые, описывающие композиты со связностью 3-3, имеют большее число точек перегиба, 

чем композиты с произвольным распределением пор. Данный эффект можно объяснить 

следующим образом. Из-за требования связности обеих фаз, поры могут сосредотачиваться 

в определенных областях композита, тем самым создавая материал с низкой пористостью в 

одной части и большими пустотами в другой. 
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Необходимо подчеркнуть, что представленная компьютерная модель для 

композита с пористостью, генерируемой простым случайным алгоритмом, не контролирует 

связность первой фазы, так как поры распределяются случайно. Поэтому можно 

предполагать, что при моделировании высокопористых материалов в отдельных случаях 

могут наблюдаться существенные ошибки. В связи с этим, если при моделировании 

представительного объема обнаруживалось, что связность первой фазы нарушалась, то 

численный эксперимент повторялся заново. 

 

3.2. Численные эксперименты для базовой ячейки при различной пористости. 

Сравнение с аналитической моделью Гибсона-Эшби 

В вычислительных экспериментах, описанных в данном разделе, в качестве 

материальных свойств модели были взяты модули нержавеющей стали 316L. Данный 

материал является изотропным и имеет следующие материальные константы [12]: модуль 

Юнга 𝐸𝑓 =  187 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈𝑓  =  0,3. Расчеты проводились при 

различной пористости 𝑃, которая варьировалась при задании толщины балок ℎ. Для базовой 

решетки были проведены численные эксперименты при варьировании пористости 𝑃 от 

5 до 95%. 

Для верификации разработанной конечно-элементной модели проводилось 

сравнение численных результатов с результатами, полученными по аналитической 

формуле Гибсона-Эшби. Согласно одной из моделей Гибсона–Эшби для изотропного 

упругого материала, относительное значение модуля Юнга равно квадрату массовой доли 

материала, умноженному на некоторый коэффициент. Для открытых ячеек Гибсона–Эшби 

при преобладающих деформациях растяжения-сжатия этот коэффициент можно принять за 

единицу, и формулу для относительного модуля Юнга можно представить в виде [2, 18–

23]: 

𝑟(𝐸𝐺𝐴) =
𝐸𝐺𝐴

𝐸𝑓
= (

𝜌𝐺𝐴

𝜌𝑠
)

2

= (1 − 𝑝)2. (3.2.1) 

На рисунке 33 изображены графики зависимостей относительного модуля Юнга от 

пористости 𝑟(𝐸) = 𝐸𝑒𝑓𝑓/𝐸𝑓. Зеленая линия здесь соответствует значениям относительного 

модуля Юнга для модели Гибсона–Эшби, рассчитанным по формуле (3.2.1). Желтая, 

красная и синяя линии соответствуют значениям, полученным численными 

экспериментами в ANSYS из решений задач гомогенизации (1.4.1) – (1.4.12) в 𝑉𝑓. Желтая 
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линия построена на основе результатов конечно-элементного моделирования одной ячейки, 

красная линия – на основе регулярной решетки, составленной из 3 × 3 × 3 ячеек Гибсона–

Эшби, а синяя линия – на основе регулярной решетки, составленной из 5 × 5 × 5 ячеек.  

 

Рис. 33. Зависимости относительного модуля Юнга ячейки Гибсона-Эшби и двух регулярных 

решеток от пористости, полученные аналитически и численно 

Из графиков, приведенных на рис. 33, видно, что формула (3.2.1) дает значения, 

близкие к значениям, вычисленным в ANSYS, но только при пористости выше 75%. Данное 

отклонение объясняется тем, что аналитическая модель Гибсона-Эшби основана на задаче 

о прогибе балки, и поэтому формула (3.2.1) справедлива только для ячеек, длина ребер 

которых значительно больше, чем толщина. Следовательно, аналитическая модель 

справедлива только для оценки эффективных свойств высокопористых или пенообразных 

материалов с большим процентом пористости.  

Также из всех приведенных графиков можно заметить, что численные результаты 

для единичной ячейки (желтые линии) достаточно существенно отличаются от полученных 

значений для регулярных массивов ячеек (красные и синие линии). А именно, при 

одинаковой пористости эффективный модуль Юнга единичной ячейки больше, чем 

соответственные упругие модули решеток. 

 

3.3. Численные эксперименты для регулярных и нерегулярных решеток 

В следующих численных экспериментах для задания механических свойств 

материала, заполняющего объем 𝑉𝑓 использовалась нержавеющая сталь 316L, как 

изотропный упругий материал с модулем Юнга 𝐸𝑓 =  187 ГПа и коэффициентом Пуассона 
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𝜈𝑓  =  0,3. В прошлом разделе было показано, что эффективные модули жесткости решетки 

3 × 3 × 3 имеют близкие значения с модулями решетки 5 × 5 × 5. Но решетка 5 × 5 × 5 

имеет слишком много конечных элементов и, следовательно, численный эксперимент 

потребует значительных вычислительных мощностей и времени. Поэтому было решено 

численные эксперименты для нерегулярных решеток проводить на решетках 3 × 3 × 3.  

Отметим, что нерегулярная решетка генерируется случайным образом, поэтому 

невозможно перед экспериментом точно задать значение пористости. Таким образом, 

задавались толщины ребер ℎ, соответствующие определенной пористости 𝑃 от 65 до 95% 

для базовой ячейки Гибсона-Эшби, взятые из таблицы 1. При этом пористость решетки 

вычислялась после ее построения. Финальная пористость была близка к ожидаемой 

пористости, но не равна ей. 

На рисунках 34 – 37 показаны зависимости относительного модуля Юнга 𝑟(𝐸), 

коэффициента Пуассона 𝑟(𝜈) и модулей жесткости 𝑟(𝑐11) и 𝑟(𝑐12) как для регулярных, так 

и для нерегулярных ячеистых решеток Гибсона-Эшби размера 3 × 3 × 3 от пористости. 

Относительные значения вычисляются с помощью формул (3.1.1) – (3.1.3), определенных в 

разделе 3.1. Аналогичным образом вычисляются относительные модули жесткостей: 

𝑟(𝑐𝛼𝛽) =
𝑐𝛼𝛽

𝑒𝑓𝑓

𝑐𝛼𝛽
𝑓

, (3.3.1) 

где 𝑐𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓

 – значения эффективных модулей жесткости пористого тела, а 𝑐𝛼𝛽
𝑓

 – 

соответствующие значения этих же модулей для материала матрицы композита (т.е. для 

тела с нулевой пористостью). 

Более того, на рис. 34 также имеется зеленая кривая, соответствующая значениям 

относительных модулей Юнга, полученным по формуле (3.2.1). Синие кривые на рисунках 

34 – 37 построены в соответствии со значениями, полученными для регулярных решеток; 

оранжевые области содержат значения, полученные для нерегулярных решеток с 

равномерным случайным распределением, а красные области – с нормальным 

распределением.  

Следует отметить, что для нерегулярных решеток размеры ячеек выбирались 

случайным образом, и поэтому конечные результаты варьировались от эксперимента к 

эксперименту. Чтобы уменьшить влияние случайности, было выполнено десять 

вычислений для каждой фиксированной толщины балки и осуществлялось дополнительное 
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усреднение коэффициентов матрицы эффективных упругих модулей до модулей 

изотропного материала.  

Для дальнейшей обработки результатов использовались статистические методы с 

вычислением доверительных интервалов по следующей методологии [104]. Пусть 

𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛 – значения для одной выборки относительных эффективных модулей с числом 

степеней свободы 𝑓 = 𝑛 − 1 при малом числе испытаний 𝑛. Тогда среднее арифметическое 

�̅� и выборочное стандартное отклонение 𝑠 определялись в виде 

�̅� =
1

𝑛
∑ 𝑤𝑖

𝑛

𝑖=1
, (3.3.2) 

𝑠 = √
1

𝑓
∑ (𝑤𝑖 − �̅�)2

𝑛

𝑖=1
,  (3.3.3) 

а для расчета доверительного интервала ∆�̅� среднего значения �̅� при t-распределении 

𝑡(𝑃, 𝑓) с доверительной вероятностью 𝑃 использовалась формула 

∆�̅� =
𝑡(𝑃, 𝑓)𝑠

√𝑛
, (3.3.4) 

с критическим значением 𝑡-критерия Стьюдента 𝑡(𝑃, 𝑓) = 2,78 при 𝑃 = 0,95, 𝑛 = 5, 

найденным из таблицы A.3 [104]. 

Проводя вычисления по (3.3.2) – (3.3.4) для значений 𝑤𝑖(𝑝), можно построить 

зависимости от пористости 𝑝 верхних и нижних значений относительных эффективных 

модулей �̅� ± Δ�̅� с доверительными интервалами Δ�̅�. Сглаженные кривые красного и 

желтого цвета получены аппроксимацией значений доверительных интервалов. Они 

определяют на рисунках (34) – (37) границы областей, в которых с доверительной 

вероятностью 95% находятся значения эффективных модулей �̅� ± Δ�̅� для нерегулярных 

решеток из ячеек Гибсона–Эшби.  
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Рис. 34. Зависимости относительного модуля Юнга от пористости для модели Гибсона–Эшби и 

для регулярных и нерегулярных решеток 

 

Рис. 35. Зависимости относительного модуля жесткости 𝑟(𝑐11) от пористости для регулярных и 

нерегулярных решеток 
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Рис. 36. Зависимости относительного модуля жесткости 𝑟(𝑐12) от пористости для регулярных и 

нерегулярных решеток 

 

Рис. 37. Зависимости относительного коэффициента Пуассона 𝑟(𝜈) от пористости для регулярных 

и нерегулярных решеток 

Из приведенных графиков видно, что значения, полученные для нерегулярных 

решеток, могут иметь достаточно большой разброс, особенно при равномерном 

распределении случайной величины (желтые области). Однако они сохраняют общую 

тенденцию и, за исключением значений относительных коэффициентов Пуассона, близки 

к значениям, полученным для регулярных решеток. Но, как известно [31, 46], эффективные 

коэффициенты Пуассона пористых материалов в большей степени зависят от 

микроструктуры. Таким образом, тенденции изменения коэффициентов Пуассона могут 
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зависеть не только от пористости, но и от внутренней структуры представительных объемов 

и, естественно, от коэффициентов Пуассона исходного сплошного материала. 

Как отмечалось выше, нерегулярная решетка может не сохранять изотропные 

свойства твердого материала. Чтобы проанализировать это явление, были рассчитаны 

относительные отклонения эффективных модулей для композитов с нерегулярными 

решетками. Так были получены относительные отклонения модулей Юнга 𝛿(𝐸), 

относительные отклонения модулей жесткости 𝛿(𝑐𝛼𝛽 , 𝑐𝛾𝜁) и относительные отклонения 

коэффициентов Пуассона 𝛿(𝜈). Данные значения были вычислены по формулам: 

𝛿(𝐸) =
|𝐸1

𝑒𝑓𝑓
− 𝐸3

𝑒𝑓𝑓
|

𝐸1
𝑒𝑓𝑓

⋅ 100%, (3.3.5) 

𝛿(𝑐𝛼𝛽 , 𝑐𝛾𝜁) =
|𝑐𝛼𝛽

𝑒𝑓𝑓
− 𝑐𝛾𝜁

𝑒𝑓𝑓
|

𝑐𝛼𝛽
𝑒𝑓𝑓

⋅ 100%, (3.3.6) 

𝛿(𝜈) =
|𝜈12

𝑒𝑓𝑓
− 𝜈13

𝑒𝑓𝑓
|

𝜈12
𝑒𝑓𝑓

⋅ 100%. (3.3.7) 

На рисунке 38 показаны графики средних относительных отклонений для модулей 

жесткости 𝑐11  и 𝑐33 (синяя кривая), модулей 𝑐12 и 𝑐13 (зеленая кривая), модулей Юнга 

(красная кривая) и коэффициентов Пуассона (желтая кривая). Сплошные линии 

соответствуют нормальному распределению случайной величины. Пунктирные линии 

соответствуют равномерному распределению. Обратим внимание, что эти кривые являются 

аппроксимацией вычисленных отклонений для численных экспериментов. Также отметим, 

что зависимости от пористости относительных отклонений 𝛿(𝑐11, 𝑐33) и 𝛿(𝐸) очень близки, 

и поэтому синяя кривая практически совпадает с красной. 
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Рис. 38. Отклонения относительных модулей нерегулярных решеток, характеризующие 

анизотропию эффективного материала 

Из рис. 38 можно отметить, что средние относительные отклонения не превышают 

25%, однако их не усредненные значения в некоторых случаях могут быть значительно 

больше, особенно для очень высокопористых структур. Представленные результаты 

подтверждают утверждение о том, что пористые пенопласты с нерегулярной решеткой 

могут обладать значительными анизотропными свойствами, даже если материал их каркаса 

изотропен. Эта анизотропия вызвана асимметрией геометрии, которая может приводить к 

высоким напряжениям в нерегулярных решетках. 

На рис. 39 показаны результаты расчетов двух задач гомогенизации для различных 

структур с нерегулярными решетками, в которых наблюдаются большие концентрации 

напряжений в ячейках вдоль одной оси. Обратим внимание, что каркасы этих ячеек имеют 

небольшие размеры относительно других ячеек. Чем меньше каркасы и длиннее их 

внешние соединительные ребра, тем большие напряжения наблюдаются на этих ребрах и 

вблизи данных ячеек [32, 33, 47]. 
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    (а)             (б) 

Рис. 39. Концентрация напряжения на соединительных ребрах при деформации вдоль оси 𝑌 (а) и 

оси 𝑍 (б) 

Так, на рисунке 39 (а) изображено распределение y-компоненты напряжения 

𝑦𝑦 = 22  при растяжении вдоль оси 𝑂𝑦. Из данного рисунка видно, что непосредственно в 

части представительного объема, где имеются длинные внешние соединительные ребра и 

малые внутренние каркасы выстроены вдоль оси 𝑂𝑦, наблюдается наибольшее напряжение. 

Аналогичная тенденция видна на рисунке 39 (б), но, в отличие от рисунка 39 (а), на нем 

изображено распределение z-компоненты напряжения 𝑧𝑧 = 33 при растяжении вдоль оси 

𝑂𝑦 другой нерегулярной решетки. 

Отметим, что здесь представлены результаты для регулярных и нерегулярных 

решеток, составленных из трех ячеек Гибсона–Эшби вдоль каждой оси. При большем числе 

ячеек в регулярных и нерегулярных решетках статистически получаются более близкие 

результаты для эффективных упругих модулей, а эффекты концентрации напряжений 

нивелируются. Однако для отдельных вариантов сильно нерегулярных решеток 

эффективные модули по-прежнему могут принимать экстремальные значения. 

Разработанные модели нерегулярных структур из ячеек Гибсона–Эшби могут 

использоваться в специализированном программном обеспечении для компьютерного 

дизайна пенообразных материалов, как в рамках приближений линейной теории упругости, 

так и для исследования их нелинейного поведения. 
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3.4. Численные эксперименты для ячеек с различной геометрической конфигурацией 

Как и ранее, здесь численные эксперименты проводились для нержавеющей стали 

316L – линейного изотропного упругого материала со следующими материальными 

константами [12]: модуль Юнга 𝐸𝑓 = 187 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈𝑓 = 0.3. В качестве 

объема 𝑉𝑓 рассматривалась как единичная ячейка Гибсона-Эшби, так и регулярные сетки 

размера 3 × 3 × 3 и 5 × 5 × 5, составленные из таких ячеек. 

Пористость 𝑃 при расчетах варьировалась от 65% до 99% с шагом 5%. Как было 

упомянуто выше, на эффективные свойства пен, моделируемых решетками из ячеек 

Гибсона-Эшби, влияет не только пористость, но и геометрия структуры, а именно размер 

внутреннего каркаса 𝑎 и толщины балок ℎ. Для анализа этого влияния при фиксированной 

пористости проводилось три численных эксперимента. Рассматривались ячейки с 

минимально и с максимально возможными значениями толщины ℎ. Также рассматривалась 

соответствующая классической модели Гибсона-Эшби [18] базовая ячейка, у которой 

размер внутреннего каркаса был равен половине полного размера 𝑎 = 𝐿/2. 

Результаты численных экспериментов приводятся, как и выше, в относительных 

величинах: относительный модуль Юнга 𝑟(𝐸), относительный модуль сдвига 𝑟(𝐺), 

относительные модули жесткости 𝑟(𝑐𝑖𝑗) и относительный коэффициент Пуассона 𝑟(𝜈). 

Данные величины были определены ранее по формулам (3.1.1) – (3.1.3) и (3.3.1). 

 

Рис. 40. Зависимости относительного модуля Юнга от пористости при различной конфигурации 

ячеек 
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Рис. 41. Зависимости относительного модуля сдвига от пористости при различной конфигурации 

ячеек 

 

Рис. 42. Зависимости относительного модуля жесткости 𝑐11 от пористости при различной 

конфигурации ячеек 
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Рис. 43. Зависимости относительного модуля жесткости 𝑐12 от пористости при различной 

конфигурации ячеек 

 

Рис. 44. Зависимости относительного коэффициента Пуассона от пористости при различной 

конфигурации ячеек 

На рисунках 40 – 44 представлены графики зависимостей относительных упругих 

модулей от пористости. Желтые кривые построены по результатам, полученным для 

единичной ячейки, а красные и синие кривые построены для регулярных решеток размеров 

3 × 3 × 3 и 5 × 5 × 5, соответственно. Также отметим, что на этих рисунках построены 

линии трех типов: сплошные кривые соответствуют ячейкам с самыми тонкими 
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возможными ребрами, пунктирные соответствуют ячейкам с самыми толстыми 

возможными ребрами, а штрихпунктирные соответствуют базовой ячейке Гибсона-Эшби. 

Кроме того, на рис. 40 изображена зеленая сплошная линия, которая соответствует 

значениям относительного модуля Юнга, полученного по классической формуле Гибсона-

Эшби (3.2.1). 

Из рис. 40 видно, что результаты, полученные по формуле Гибсона-Эшби (зеленая 

кривая) близки к результатам, вычисленным в ANSYS для базовых решеток 

(штрихпунктирные красная и синяя кривые) при пористости более 75%. 

Другим важным результатом является то, что эффективные модули упругости 

зависят не только от пористости, как в формуле Гибсона-Эшби, но и от геометрической 

конфигурации самой ячейки. Так из рис. 40 – 44 видно, что при одинаковой пористости 

значения эффективных модулей могут значительно отличаться. Причем, при одинаковой 

пористости ячейка с более толстыми ребрами обладает большей жесткостью, чем ячейка с 

тонкими ребрами. Этот факт можно объяснить следующим образом. Сравним две ячейки с 

одинаковой пористостью, но разной толщиной ребер. Ячейка с более толстыми ребрами 

будет иметь меньший внутренний каркас, чем ячейка с более тонкими ребрами (рис. 16). 

Когда ячейка растягивается, например, вдоль оси 𝑂𝑥, то внешние ребра, направленные 

вдоль этой оси, будут деформироваться в продольном направлении, а внутренний каркас – 

изгибаться. Очевидно, что тонкие ребра легче сгибать. Это приводит к тому, что суммарные 

напряжения при растяжении ячейки с более тонкими ребрами будут меньше, чем 

суммарные напряжения в ячейке с более толстыми ребрами. Из рис. 45 видно, что 

напряжения в ячейке с толстыми ребрами и меньшим каркасом выше, что и подтверждает 

описанные ранее выводы. 

Из графиков на рисунках 40 – 43 видно, что значения эффективных модулей 

жесткости сохраняют общие тенденции, однако поведение эффективного коэффициента 

Пуассона в зависимости от пористости отличается (рис. 44). Однако, как известно [31,56], 

эффективные коэффициенты Пуассона пористых структур наиболее существенно зависят 

от микроструктуры, и даже тенденции их изменения с пористостью могут меняться в 

зависимости от значений коэффициентов Пуассона соответствующих плотных материалов 

и их внутренней структуры. 
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Рис. 45. Концентрация напряжения в ячейках с одинаковой пористостью 95% при деформации 

вдоль оси 𝑂𝑥: слева – тонкие ребра, справа – толстые ребра 

Определив из решений задач гомогенизации все эффективные модули жесткости, 

можно оценить уровень анизотропии решетки, составленной из изотропного материала, 

используя коэффициент Зенера, вычисленного по формуле: 

𝐴 =
2𝑐44

𝑒𝑓𝑓

𝑐11
𝑒𝑓𝑓

− 𝑐12
𝑒𝑓𝑓

. (3.4.1) 

Если этот коэффициент близок к единице, то рассматриваемую структуру можно 

считать изотропной. На рисунке 46 приведены графики зависимости коэффициента Зенера 

от пористости. Различные линии здесь (как на рис. 40 – 44) соответствуют различным 

конфигурациям ячейки Гибсона–Эшби и решеток, состоящих из таких ячеек. Как видно из 

рисунка 46, несмотря на изотропность исходного материала и регулярность решеток, 

коэффициент Зенера уменьшается с увеличением пористости. Это означает, что уровень 

анизотропии рассматриваемых структур возрастет, причем наиболее существенно для 

решеток с толстыми ребрами в ячейках. Это связано с геометрией самой ячейки, а именно 

с кубической формой внутреннего каркаса и с расположением соединительных балок на 

каркасе. Такая ячейка инвариантна относительно поворотов на 90∘ относительно главных 

осей, но не инварианта относительно других поворотов. 
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Рис. 46. Зависимости коэффициента Зенера от пористости при различной конфигурации ячеек 

Из ранее приведенных графиков также можно заметить, что численные результаты 

для единичной ячейки (желтые линии) значительно отличаются от полученных значений 

для массивов ячеек (красные и синие линии). При одинаковой пористости и толщине балок 

эффективные модуль Юнга, модуль сдвига и модули жесткости единичной ячейки больше, 

чем соответственные упругие модули решеток. 

 

Рис. 47. Зависимости относительного модуля Юнга от толщины ребра ячейки при пористости 80% 

На рисунке 47 изображены графики зависимости эффективных модулей Юнга от 

толщины ребра ячейки при фиксированной пористости 𝑃 = 80%. Из полученных 

результатов следует, что данная зависимость монотонна. С увеличением толщины ребра 
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увеличиваются и эффективные значения модуля Юнга. Кроме того, можно наблюдать, что 

при одинаковой пористости, но различной геометрической конфигурации ячейки, ее 

эффективные модули могут отличаться более, чем в пять раз. 

 

3.5. Численные эксперименты для наноразмерных базовых ячеек 

Рассмотрим описанные в разделе 1.4 статические задачи гомогенизации о сжатии 

и изгибе представительного объема, составленного из наноразмерных ячеек Гибсона-Эшби 

с поверхностными напряжениями. В данном эксперименте будем рассматривать базовые 

ячейки Гибсона-Эшби, то есть размер внутреннего каркаса ячеек равен 𝑎 = 𝐿/2. В качестве 

материала для исследования было выбрано золото, как в работах [97, 98]. Физические 

характеристики этого изотропного материала примем следующими: модуль Юнга 

сплошного материала 𝐸𝑓 = 70 (ГПa), коэффициент Пуассона 𝜈𝑓 = 0,42. 

Численные эксперименты проводились для единичной ячейки (𝑛𝑐 = 1) и для двух 

типов регулярных решеток (𝑛𝑐 = 3 и 𝑛𝑐 = 5) при различной пористости. Коэффициент 

пропорциональности, который моделирует поверхностный эффект, варьировался от 𝑘𝑠𝑠 =

0,0001 до 𝑘𝑠𝑠 = 0,1. Данные значения соответствуют ячейкам с реальной толщиной ребер 

ℎ ≈ 10 (нм) и ℎ ≈ 0,1 (нм). Соответствия между коэффициентом пропорциональности и 

толщиной ребра получены с помощью формулы (2.4.1). 

 

Рис. 48. Зависимости относительного модуля Юнга от пористости для одной ячейки при 

различных величинах поверхностных модулей 𝑘𝑠𝑠 
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На рисунке 48 изображены графики зависимостей относительных эффективных 

модулей Юнга 𝑟(𝐸) от пористости для единичной ячейки при различных значениях 𝑘𝑠𝑠. 

При 𝑘𝑠𝑠 = 0,0001 и 𝑘𝑠𝑠 = 0,001 (красная и голубая линии) графики практически не 

отличаются друг от друга. В этих случаях поверхностные эффекты настолько малы, что не 

влияют на эффективные свойства материала и, следовательно, результаты схожи с 

результатами для макроматериалов. При коэффициенте пропорциональности от 𝑘𝑠𝑠 = 0,01 

(зеленая линия), что соответствует ℎ ≈ 1 (нм), поверхностный эффект уже начинает 

проявляться. При 𝑘𝑠𝑠 = 0,05 (синяя линия), и особенно, при 𝑘𝑠𝑠 = 0,1 (желтая линия) 

влияние поверхностных напряжений становится существенным. Так, при 𝑘𝑠𝑠 = 0,1 и 

пористости 30% относительный эффективный модуль Юнга нанопористого материала 

превышает соответствующий относительный эффективный модуль Юнга макроразмерного 

материала более, чем на 50 %. 

На рисунках 49 – 53 показаны графики зависимостей относительных эффективных 

модулей от пористости как для единичной ячейки, так и для двух типов решеток. Сплошные 

линии соответствуют вычислениям при коэффициенте пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 = 0,0001, 

пунктирные – вычислениям при 𝑘𝑠𝑠 = 0,1. Также на рисунке 49 приведена зеленая кривая, 

полученная из аналитической приближенной формулы Гибсона-Эшби (3.2.1). Желтые 

линии на рисунках 49 – 53 соответствуют эффективным модулям единичной ячейки, 

красные – решетке 3 × 3 × 3, синие – решетке 5 × 5 × 5. 

 

Рис. 49. Зависимости относительного модуля Юнга от пористости для одной ячейки и для двух 

типов решеток при малых и больших величинах поверхностных модулей 
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Обратим внимание на то, что эффективный модуль Юнга, полученный по формуле 

Гибсона-Эшби (рис. 49 – зеленая кривая), при пористости более 75% близок к результатам, 

полученным численно для моделей без поверхностных эффектов. Также заметим, что при 

одинаковой пористости эффективные модули единичной ячейки больше, чем 

соответствующие эффективные модули для решеток, особенно это касается сдвиговых 

модулей (рис. 52). Подобные результаты были отмечены ранее в других численных 

экспериментах и еще раз подтверждают вывод, что единичная ячейка не совсем корректно 

описывает эффективные свойства пенообразного материала при не слишком высокой 

пористости. 

 

Рис. 50. Зависимости относительного эффективного модуля жесткости 𝑟(𝑐11) от пористости для 

одной ячейки и для двух типов решеток при малых и больших величинах поверхностных модулей 
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Рис. 51. Зависимости относительного эффективного модуля жесткости 𝑟(𝑐12) от пористости для 

одной ячейки и для двух типов решеток при малых и больших величинах поверхностных модулей 

 

Рис. 52. Зависимости относительного эффективного модуля сдвига 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝑐44) от пористости 

для одной ячейки и для двух типов решеток при малых и больших величинах поверхностных 

модулей 

 

Рис. 53. Зависимости относительного эффективного коэффициента Пуассона 𝑟(𝜈) от пористости 

для одной ячейки и для двух типов решеток при малых и больших величинах поверхностных 

модулей 

Из рисунков 49 – 53 также видно, что результаты для решеток 3 × 3 × 3 и 5 × 5 × 5 

оказываются достаточно близкими между собой, причем как для макроразмерных, так и для 
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наноразмерных пен. Это позволяет использовать для анализа свойств более экономичную 

при численных расчетов решетку размера 3 × 3 × 3. 

Поверхностные эффекты могут существенно повысить эффективные модули 

жесткости или уменьшить коэффициент Пуассона, особенно при высокой пористости. Этот 

эффект возрастания модулей жесткости наноматериалов по сравнению с 

соответствующими модулями макроматериалов хорошо известен, уже анализировался 

ранее и отмечался во многих работах [51, 73, 74]. 

Наконец, на рис. 54 показаны зависимости эффективного коэффициента Зенера, 

определенного по формуле (3.4.1). Обратим внимание на то, что относительный 

эффективный коэффициент Зенера равен обычному эффективному коэффициенту 

𝑟(𝐴𝑒𝑓𝑓) = 𝐴𝑒𝑓𝑓, поскольку для сплошного изотропного материала 𝐴 = 1. 

 

Рис. 54. Зависимости эффективного коэффициента Зенера 𝐴𝑒𝑓𝑓 от пористости для одной ячейки и 

для двух типов решеток при малых и больших величинах поверхностных модулей 

Как видно из рисунка 54, с ростом пористости эффективная среда все больше 

отличается от изотропной, причем как в отсутствии поверхностных эффектов, так и при их 

наличии. Из этого можно сделать вывод, что геометрия ячейки и пористость сильнее влияет 

на ее анизотропные свойства, чем поверхностный эффект. Также можно заметить, что 

единичная ячейка дает сильно завышенные результаты. 

В заключение отметим, что для ячеек и решеток при малой пористости ряд 

эффективных модулей отличается от соответствующих модулей сплошного материала. 

Особенно это заметно для модулей жесткости 𝑐11
𝑒𝑓𝑓

 и 𝑐12
𝑒𝑓𝑓

, а также для эффективных 
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модулей Юнга решеток. Такое поведение можно объяснить тем, что ячейка Гибсона-Эшби 

при очень малой пористости имеет разрезы, похожие на трещины, но теория трещин в 

данном исследовании не учитывалась. Таким образом, ячейки и решетки Гибсона-Эшби 

логично использовать в качестве моделей пен только при значительной пористости. 

 

3.6. Численные эксперименты для наноразмерных ячеек различной конфигурации 

В разделе 3.4 было рассмотрено влияние геометрической структуры ячейки на 

эффективные свойства композита. В разделе 3.5 рассматривалась наноразмерная модель с 

возникающими поверхностными эффектами на границах двух фаз. В заключительном 

разделе данной работы будут приведены результаты исследования совместного влияния 

геометрической структуры и поверхностных эффектов на эффективные свойства 

композита, составленного из ячеек Гибсона-Эшби.  

В вычислительных экспериментах, описанных в этом разделе, в качестве материала 

было выбрано золото, аналогично с вычислениями в разделе 3.5. Данный материал является 

изотропным и имеет для сплошного материала следующие механические характеристики: 

модуль Юнга 𝐸𝑓 = 70 (ГПa), коэффициент Пуассона 𝜈𝑓 = 0,42. Численные эксперименты 

проводились для регулярных решеток 3 × 3 × 3 при пористости 𝑃, варьируемой от 65% до 

95% с шагом 5%.  

Для коэффициента пропорциональности 𝑘𝑠𝑠, моделирующего поверхностный 

эффект, выбирались значения 𝑘𝑠𝑠 = 0,0001 и 𝑘𝑠𝑠 = 0,1. Данные значения по формуле 

(2.4.1) соответствуют ячейкам с реальной толщиной ребер ℎ𝑟𝑒𝑎𝑙 ≈ 10 (нм) и ℎ𝑟𝑒𝑎𝑙 ≈ 0,1 

(нм), соответственно. В первом случае размерным эффектом можно пренебречь, но во 

втором случае поверхностные напряжения значительно влияют на эффективные модули 

композита. Геометрическая конфигурация ячейки зависит от толщины ребер, как описано 

в разделах 2.5 и 3.3. Данный численный эксперимент проводился на оригинальных ячейках, 

то есть 𝑎 = 𝐿/2, и на ячейках с ребрами предельно большой и предельно малой толщины. 

Значения толщин для оригинальных ячеек выбирались из таблицы 1, а предельных 

значения – из таблицы 2. 

На рисунках 55 – 59 показаны графики зависимостей относительных модулей от 

пористости для решеток 3 × 3 × 3, составленных их ячеек Гибсона-Эшби с различной 

геометрической конфигурацией. Сплошные линии соответствуют вычислениям при 

коэффициенте пропорциональности 𝑘𝑠𝑠 = 0,0001, пунктирные – вычислениям при 𝑘𝑠𝑠 =
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0,1. Синие линии соответствуют ячейкам с предельно тонкими ребрами, красные линии – 

оригинальным ячейкам, у которых внутренний каркас равен половине всей ячейки (𝑎 =

𝐿/2), а желтые линии – ячейкам с предельно толстыми ребрами. 

 

Рис. 55. Зависимости относительного эффективного модуля Юнга от пористости при различной 

конфигурации ячеек и значениях 𝑘𝑠𝑠 

 

 

Рис. 56. Зависимости относительного эффективного модуля жесткости 𝑟(𝑐11) от пористости при 

различной конфигурации ячеек и значениях 𝑘𝑠𝑠 



91 
 

 

Рис. 57. Зависимости относительного эффективного модуля жесткости 𝑟(𝑐12) от пористости при 

различной конфигурации ячеек и значениях 𝑘𝑠𝑠 

 

Рис. 58. Зависимости относительного эффективного модуля сдвига 𝑟(𝐺) = 𝑟(𝑐44) от пористости 

при различной конфигурации ячеек и значениях 𝑘𝑠𝑠 
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Рис. 59. Зависимости относительного эффективного коэффициента Пуассона 𝑟(𝜈) от пористости 

при различной конфигурации ячеек и значениях 𝑘𝑠𝑠 

На рисунках 55 – 58 наблюдаются такие же тенденции, как и в рассмотренных 

ранее разделах. Именно с ростом коэффициента пропорциональности или с увеличением 

толщины ребер растут и эффективные модули. В данном разделе определим, какие 

параметры более сильно влияют на эффективные модули композита. 

На рисунке 55 рассмотрим линии, соответствующие решетке, составленной из 

оригинальных ячеек Гибсона-Эшби с пренебрежимо малым значением коэффициента 

пропорциональности. Если отдельно увеличить толщину ребер до предельно допустимого 

значения, то данный случай соответствует сплошной желтой линии. Если же отдельно 

увеличить коэффициент пропорциональности до 𝑘𝑠𝑠 = 0,1, что соответствует 

наноразмерной ячейке с реальной толщиной ребра ℎ𝑟𝑒𝑎𝑙 ≈ 0,1 (нм), то данный случай будет 

соответствовать красной пунктирной линии. Так как красная пунктирная линия выше 

сплошной желтой для всех значений пористости 𝑃 от 65% до 95%, то можно сделать вывод, 

что влияние размерного эффекта на упругие характеристики пористых композитов выше, 

чем влияние геометрической структуры данного композита. 

Аналогичные тенденции наблюдаются для эффективных модулей жесткости 𝑟(𝑐11) 

и модулей сдвига 𝑟(𝐺). Эффективные значения коэффициента Пуассона также в большей 

степени зависят от поверхностных напряжений, чем от геометрической структуры 

композита, поскольку на рисунке 59 красная пунктирная линия находится значительно 

ниже сплошной желтой. 
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На рисунке 57 на графиках, описывающих поведение относительных эффективных 

модулей жесткости 𝑟(𝑐12), не наблюдается таких тенденций. Напротив, при пористости 

более 80% эффективные модули для ячеек с предельно толстыми ребрами могут 

превосходить эффективные значения для ячеек с поверхностными напряжениями. Однако 

данные результаты не очень существенны, поскольку значения относительных модулей 

жесткости 𝑟(𝑐12) при пористости более 80% крайне малые (порядка 10−3). 
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Заключение 

В представленных исследованиях пористых упругих материалов использовался 

комплексный подход, основанный на теории эффективных модулей, моделировании 

представительных объемов с пористой структурой и методе конечных элементов. Для 

композитов с наноразмерными порами была применена модель Гуртина-Мурдоха 

поверхностных напряжений на границах материала с порами. Были рассмотрены модели 

гомогенизации двухфазных упругих композитов с поверхностными напряжениями на 

границе двух фаз, которые отражают размерные эффекты в наноматериалах. 

Для определения полного набора эффективных модулей упругих анизотропных 

наноразмерных композитов решался набор краевых задач в неоднородных 

представительных объемах с линейными по перемещениям граничными условиями. 

Сформулированные задачи для упругих сред решались численно с использованием 

специально разработанных программ в конечно-элементном пакете ANSYS. Численные 

расчеты эффективных модулей были выполнены для нанопористого изотропного 

материала, силикона кубической сингонии и бериллия гексагональной сингонии.  

Для композитов со случайной и с частично случайной структурами пористости [49, 

50, 108] представительные объемы состояли из кубической конечно-элементной решетки, 

в которых элементам по специальным алгоритмам присваивались свойства различных фаз. 

Были рассмотрены три типа генерации представительных объемов: один – со случайной 

структурой пористости, и два алгоритма из пакета ACELAN-COMPOS, поддерживающие 

связность обеих фаз (тип связности 3-3). 

Для учета поверхностных напряжений рассматривались оболочные (мембранные) 

упругие элементы, которыми покрывались границы контакта материала и пор. Для 

автоматизированного покрытия внутренних границ пор мембранами применялся 

следующий алгоритм. Построенный массив объемных элементов с материальными 

свойствами пор по внешним границам покрывался ответными контактными элементами. 

Далее, контактные элементы, которые были на внешней границе, удалялись. Оставшиеся 

контактные элементы заменились на оболочные элементы с опцией только мембранных 

напряжений. Таким образом, все грани соприкосновения объемных упругих элементов с 

порами покрылись мембранными упругими конечными элементами. Данный подход был 

разработан для поверхностных конечных элементов с гранями, параллельными осям 

декартовой системы координат. Это позволило исследовать пористые композиты с 
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каркасами, выполненными из изотропного материала, из материала кубической сингонии и 

из материала гексагональной сингонии [49, 50, 51, 108]. 

Далее в блоке постпроцессора ANSYS вычислялись усредненные напряжения, 

причем как по объемным элементам, так и по поверхностным. Наконец, по 

соответствующим формулам метода эффективных модулей через найденные средние 

напряжения вычислялись эффективные модули пористого композита с поверхностными 

эффектами.  

В результате проведенных вычислительных экспериментов обнаружены 

тенденции, аналогичные отмеченным в работах других авторов. Например, при небольшой 

пористости наноразмерное тело может обладать большей жесткостью, чем тело обычных 

размеров. Кроме того, эффективные упругие жесткости для тел обычных размеров убывают 

с ростом пористости, но для наноразмерного композита данные характеристики могут как 

уменьшаться, так и увеличиваться. Также были сравнены результаты аналогичных 

вычислений для композитов с различной генерацией сеток. Было отмечено, что из-за 

поверхностных эффектов геометрические особенности наноразмерных тел могут оказывать 

гораздо большее влияние, чем для тел обычных размеров. Также был подтвержден вывод, 

что чем меньше размер отдельных пор, тем выше жесткость композита. 

Значительная часть диссертационной работе была посвящена исследованию 

эффективных упругих свойств пористого пенного материала, моделируемого массивами 

ячеек Гибсона–Эшби с регулярной и нерегулярной структурой [45, 70, 109, 110]. Здесь 

также исследования проводились как на макро-, так и на наноуровне. Разработан 

программный инструментарий на языке APDL ANSYS, позволяющий строить массивы 

ячеек Гибсона–Эшби, получать из них конечно-элементные модели с управляемыми 

характеристиками, решать численно задачи гомогенизации и определять полный набор 

эффективных модулей жесткости. 

Вычислительные эксперименты показали, что для нерегулярных решеток может 

наблюдаться достаточно существенный разброс значений упругих модулей, особенно для 

эффективных коэффициентов Пуассона. Отмечено, что для нерегулярных решеток 

характерно появление геометрической анизотропии эффективных свойств композита, 

которая может достаточно сильно проявляться для высокопористых пен.  

Эксперименты, проводимые на решетках, составленных из ячеек с различной 

геометрической конфигурацией, показали, что при одинаковой пористости значения 

эффективных модулей могут значительно отличаться. Причем, при одинаковой пористости 
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ячейка с более толстыми ребрами обладает большей жесткостью, чем ячейка с тонкими 

ребрами.  

Здесь также было показано, что поверхностные напряжения, проявляющиеся при 

наноразмерных ячейках и решетках, приводят к возрастанию эффективных модулей по 

сравнению с соответствующими модулями ячеек и решеток обычных размеров. Более того, 

было получено, что при некоторых значениях пористости и размерах ячеек относительный 

модуль Юнга наноразмерного материала превышал соответствующий относительный 

модуль Юнга макроразмерного материала более, чем на 50 %. 

Численные эксперименты для комбинированных моделей показали, что 

поверхностные напряжения имеют большее влияние на эффективные свойства пористого 

композита, чем геометрическая конфигурация ячеек.  
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Приложение 

Разработанный комплекс программ для APDL ANSYS включал в себя набор 

следующих программ: 

1) программы расчета полного набора эффективных модулей пористого композита в 

кубическом представительном объеме со случайной структурой пористости (для 

композита без учета поверхностных напряжений и для композита с матрицей 

материала гексагонального класса анизотропии при учете поверхностных 

напряжений); 

2) программы расчета полного набора эффективных модулей пористого композита в 

кубическом представительном объеме со структурой пористости, считываемой из 

файлов, созданных в пакете ACELAN-COMPOS (для композита без учета 

поверхностных напряжений и для композита с матрицей материала 

гексагонального класса анизотропии при учете поверхностных напряжений); 

3) программы расчета полного набора эффективных модулей пористого композита в 

представительном объеме, основанном на ячейке Гибсона-Эшби как без учета, так 

и с учетом поверхностных напряжений (для одной ячейки с тонкими и толстыми 

ребрами; для регулярных решеток с тонкими и толстыми ребрами; для 

нерегулярных решеток; для ячеек и решеток с различной внутренней 

конфигурацией). 

Ниже приведена одна программа, которая использовалась для решения задач 

гомогенизации (1.4.1) – (1.4.10) для ячейки Гибсона-Эшби при учете поверхностных 

напряжений. 

! Инвертирование фона с черного на белый 

/RGB,INDEX,100,100,100,0 

/RGB,INDEX,0,0,0,15  

/PLOPTS,INFO,2     ! Использовать формат вывода Auto-legend для подписей 

/PLOPTS,LEG2,OFF 

/PLOPTS,LOGO,OFF   ! Логотип ANSYS не показывать в графическом виде 

/PLOPTS,FRAME,OFF  ! Не показывать рамку 

/PLOPTS,DATE,OFF   ! Не показывать дату 

/PLOPTS,TITLE,OFF 

/TRIAD,OFF 

 

!--------------------- Инициализация цикла --------------------- 

*DO,GLOBAL_INDEX,1,152 

 

N_I = 19 ! Количество вариантов толщины балок 

N_J = 8 ! Количество вариантов k_ss 
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GLOBAL_J = MOD((GLOBAL_INDEX - 1),N_J) + 1 

GLOBAL_I = (GLOBAL_INDEX - 1)/N_J + 1 

*IF,GLOBAL_I,LT,NINT(GLOBAL_I),THEN 

GLOBAL_I = NINT(GLOBAL_I) – 1 

*ELSE 

GLOBAL_I = NINT(GLOBAL_I) 

*ENDIF 

 

! Массив значений толщины балок  

*DIM,LH_LIST,ARRAY,19 

LH_LIST(1) = 0.95 $   LH_LIST(2) = 0.9  $   LH_LIST(3) = 0.85 

LH_LIST(4) = 0.8 $   LH_LIST(5) = 0.75 $   LH_LIST(6) = 0.7 

LH_LIST(7) = 0.65 $   LH_LIST(8) = 0.6  $   LH_LIST(9) = 0.55 

LH_LIST(10) = 0.5 $   LH_LIST(11) = 0.45 $   LH_LIST(12) = 0.4 

LH_LIST(13) = 0.35 $   LH_LIST(14) = 0.3 $   LH_LIST(15) = 0.25 

LH_LIST(16) = 0.2 $   LH_LIST(17) = 0.15 $   LH_LIST(18) = 0.1 

LH_LIST(19) = 0.05  

 

! Массив значений коэффициента пропорциональности 

*DIM,K_SS_LIST,ARRAY,8 

K_SS_LIST(1) = 0.0001   $   K_SS_LIST(2) = 0.001    $   K_SS_LIST(3) = 0.01 

K_SS_LIST(4) = 0.05     $   K_SS_LIST(5) = 0.1      $   K_SS_LIST(6) = 0.5 

K_SS_LIST(7) = 1.000001 $   K_SS_LIST(8) = 1.5    

 

!--------------------- Материальные свойства --------------------- 

/PREP7 

f_r = 'GA_results_nano_thin'  ! Название файла для сохранения результатов 

 

! Геометрия 

LF = 1   ! Размере ячейки 

LC = LF/2            ! Половинка ячейки 

LA = LC/2            ! Размер половинки ребра 

LE = LF/20           ! Примерный размер элемента 

 

K_SS = K_SS_LIST(GLOBAL_J) 

LH = LH_LIST(GLOBAL_I)*LA  ! Толщина ребер 

LHH = LH/2 

EPS_0 = 1 

VOL_G1 = 1 

 

! Материальные константы (все данные - в системе СИ) 

ES = 70e9  ! Модуль Юнга золота 

NUS = 0.42  ! Коэффициент Пуассона золота 

 

! Вычисление компонент матрицы жесткостей 

TEMP_PAR = ES/(1+NUS)/(1-2*NUS) 

C11S = TEMP_PAR*(1-NUS) 

C12S = TEMP_PAR*NUS 

C44S = (C11S - C12S)/2  

 

!  MAT=1 (Золото) 

TB,ANEL,1 
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TBDATA,1,C11S,C12S,C12S 

TBDATA,7,C11S,C12S 

TBDATA,12,C11S 

TBDATA,16,C44S 

TBDATA,19,C44S 

TBDATA,21,C44S 

 

!  MAT=2 (Поверхностные мембраны) 

R,2,1  

TB,ANEL,2 

TBDATA,1,C11S*K_SS,C12S*K_SS,C12S*K_SS 

TBDATA,7,C11S*K_SS,C12S*K_SS 

TBDATA,12,C11S*K_SS 

TBDATA,16,C44S*K_SS 

TBDATA,19,C44S*K_SS 

TBDATA,21,C44S*K_SS 

 

! TYPE=1 - упругий КЭ 

ET,1,SOLID185 

! TYPE=2 - Мембранный КЭ 

ET,2,SHELL181,1 

! TYPE=3 - Ответный КЭ для контактных задач 

!  (нужен для выделения границ ансамбля пор) 

ET,3,TARGE170 

 

MAT,1 

TYPE,1 

 

!----------------- Построение представительного объема ----------------- 

! Нижние ребра 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LHH,LA-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA+LHH,-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LHH,LA-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA+LHH,-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

 

BLOCK,-LA+LHH,-LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LHH,LA-LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LA+LHH,-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LHH,LA-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

 

! Верхние ребра 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LHH,LA-LHH,LA-LHH,LA+LHH 
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BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA+LHH,-LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LHH,LA-LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA+LHH,-LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

 

BLOCK,-LA+LHH,-LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,LHH,LA-LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LA+LHH,-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,LHH,LA-LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH 

 

! Боковые ребра 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA+LHH,-LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LHH,LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,LHH,LA-LHH 

 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA+LHH,-LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LHH,LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LHH,LA-LHH 

 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA+LHH,-LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LHH,LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LHH,LA-LHH 

 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LA+LHH,-LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LHH,LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA-LHH,LA+LHH,LHH,LA-LHH 

 

! Соединения, параллельные Оx 

BLOCK,LA+LHH,LC,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,LA+LHH,LC,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH 

BLOCK,-LC,-LA-LHH,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH 

BLOCK,-LC,-LA-LHH,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH 

 

! Соединения, параллельные Oy 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,LA+LHH,LC,-LHH,LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,LA+LHH,LC,-LHH,LHH 

BLOCK,-LA-LHH,-LA+LHH,-LC,-LA-LHH,-LHH,LHH 

BLOCK,LA-LHH,LA+LHH,-LC,-LA-LHH,-LHH,LHH 

 

! Соединения, параллельные Oz 

BLOCK,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH,LA+LHH,LC 

BLOCK,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,LA+LHH,LC 

BLOCK,-LHH,LHH,LA-LHH,LA+LHH,-LC,-LA-LHH 

BLOCK,-LHH,LHH,-LA-LHH,-LA+LHH,-LC,-LA-LHH 

 



110 
 

! Выбираем масштаб для КЭ 

LSEL,ALL 

 

LSEL,S,LENGTH,,LH 

*IF,LH,GT,LE,THEN 

    LESIZE,ALL,,,NINT(LH/LE) 

*ELSE 

    LESIZE,ALL,,,1 

*ENDIF       

 

LB = LA-LH 

LSEL,S,LENGTH,,LB 

*IF,LB,GT,LE,THEN 

    LESIZE,ALL,,,NINT(LB/LE) 

*ELSE 

    LESIZE,ALL,,,1 

*ENDIF          

 

LBB = LA-LHH 

LSEL,S,LENGTH,,LBB 

*IF,LBB,GT,LE,THEN 

    LESIZE,ALL,,,NINT(LBB/LE) 

*ELSE 

    LESIZE,ALL,,,1 

*ENDIF      

 

! Разбиваем на КЭ 

MSHK,1           ! Строим сопоставленную сетку 

MSHA,0,3D        ! Форма элемента – шестигранный элемент 

VMESH,ALL        ! Генерируем сетку на объемах 

NUMMRG,ALL       ! Объединяем совпадающие элементы 

NUMCMP,ELEM      ! Сжимаем нумерацию элементов 

 

! Накладываем контактные элементы 

ESEL,ALL 

TYPE,3 

TSHAP,QUAD       ! Контактные элементы – четырехузловые 

ESURF             ! Генерируем элементы на свободных гранях 

 

!  Удаление контактных элементов на гранях куба 

NSEL,S,LOC,Z,-LC 

NSEL,A,LOC,Z,LC 

NSEL,A,LOC,X,-LC 

NSEL,A,LOC,X,LC 

NSEL,A,LOC,Y,-LC 

NSEL,A,LOC,Y,LC 

ESLN,R,1 

EDEL,ALL 

 

ESEL,ALL 

NSEL,ALL 
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! Замена контактных элементов на поверхностные 

ESEL,S,TYPE,,3 

TYPE,2 

MAT,2 

REAL,2 

EMODIF,ALL 

ESEL,ALL 

 

! Вычисляем количество всех элементов 

NUMCMP,ELEM  

*GET,ELALL_MAX,ELEM,,COUNT 

! Вычисляем количество элементов типа 1 

ESEL,S,TYPE,,1 

*GET,ELL1_MAX,ELEM,,COUNT 

 

! Вычисляем объем всех элементов 

ESEL,S,TYPE,,1 

current_number = 0 

TOTAL_VOLUME = 0 

*DO,I,1,ELL1_MAX,1 

current_number = ELNEXT(current_number) 

*GET,current_volume,ELEM,current_number,VOLU 

TOTAL_VOLUME = TOTAL_VOLUME + current_volume 

*ENDDO 

 

CUBE_VOLUME = 1 

! Значение фактической пористости представительного объема 

POR_REAL = (1-TOTAL_VOLUME/CUBE_VOLUME)*100 

 

ESEL,ALL 

FINISH 

 

!-------------------------- Решение -------------------------- 

!--------------------- U1 problem (eps_011) ------------------ 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

! Удаляем ограничения DOF 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 

 

! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

 

D,ALL,UY,0  

D,ALL,UZ,0 
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*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UX,NX(JJ)*EPS_0 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL  

 

OUTRES,BASIC,ALL 

SOLVE 

FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0 

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 

*get,c6x_el,elem,ii,etab,s12 

*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 

 

C11EFF=C1X*VOL_G1 $ C21EFF=C2X*VOL_G1 $ C31EFF=C3X*VOL_G1 

C41EFF=C4X*VOL_G1 $ C51EFF=C5X*VOL_G1 $ C61EFF=C6X*VOL_G1 

FINISH 

 

!------------------ U2 problem (eps_022) ------------------- 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 
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! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

 

D,ALL,UX,0  

D,ALL,UZ,0 

 

*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UY,NY(JJ)*EPS_0 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL  

 

OUTRES,BASIC,ALL 

SOLVE 

FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0 

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 

*get,c6x_el,elem,ii,etab,s12 

*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 
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C12EFF=C1X*VOL_G1 $ C22EFF=C2X*VOL_G1 $ C32EFF=C3X*VOL_G1 

C42EFF=C4X*VOL_G1 $ C52EFF=C5X*VOL_G1 $ C62EFF=C6X*VOL_G1 

FINISH 

 

!------------------ U3 problem (eps_033) ------------------- 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 

 

! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

 

D,ALL,UX,0  

D,ALL,UY,0 

 

*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UZ,NZ(JJ)*EPS_0 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL  

 

OUTRES,BASIC,ALL 

SOLVE 

FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0 

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 
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*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 

C13EFF=C1X*VOL_G1 $ C23EFF=C2X*VOL_G1 $ C33EFF=C3X*VOL_G1 

C43EFF=C4X*VOL_G1 $ C53EFF=C5X*VOL_G1 $ C63EFF=C6X*VOL_G1 

FINISH 

 

!---------------------- U4 problem (eps_023) ----------------- 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 

 

! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

  

D,ALL,UX,0  

 

*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UZ,NY(JJ)*EPS_0/2 

  D,JJ,UY,NZ(JJ)*EPS_0/2 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL 

 

OUTRES,BASIC,ALL 

SOLVE 

FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 



116 
 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0  

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 

*get,c6x_el,elem,ii,etab,s12 

*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 

 

C14EFF=C1X*VOL_G1 $ C24EFF=C2X*VOL_G1 $ C34EFF=C3X*VOL_G1 

C44EFF=C4X*VOL_G1 $ C54EFF=C5X*VOL_G1 $ C64EFF=C6X*VOL_G1  

FINISH 

 

!---------------------- U5 problem (eps_013) ----------------- 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 

 

! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

  

D,ALL,UY,0  

 

*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UZ,NX(JJ)*EPS_0/2 

  D,JJ,UX,NZ(JJ)*EPS_0/2 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL 

 

OUTRES,BASIC,ALL 

SOLVE 
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FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0 

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 

*get,c6x_el,elem,ii,etab,s12 

*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 

 

C15EFF=C1X*VOL_G1 $ C25EFF=C2X*VOL_G1 $ C35EFF=C3X*VOL_G1 

C45EFF=C4X*VOL_G1 $ C55EFF=C5X*VOL_G1 $ C65EFF=C6X*VOL_G1 

FINISH 

 

!---------------------- U6 problem (eps_012) ----------------- 

/SOLU 

ANTYPE,STATIC 

 

DDEL,ALL,ALL 

DADEL,ALL,ALL 

 

! Выбираем все узлы внешней границы 

nsel,s,loc,x,-lc 

nsel,a,loc,x,lc 

nsel,a,loc,y,-lc 

nsel,a,loc,y,lc 

nsel,a,loc,z,-lc 

nsel,a,loc,z,lc 

  

D,ALL,UZ,0  
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*GET, JJ, NODE, ,NUM,MIN 

*GET,NN_MAX,NODE,,COUNT 

*DO,I,1,NN_MAX 

  D,JJ,UX,NY(JJ)*EPS_0/2 

  D,JJ,UY,NX(JJ)*EPS_0/2 

  JJ=NDNEXT(JJ) 

*ENDDO 

NSEL,ALL 

 

OUTRES,BASIC,ALL 

 

SOLVE 

FINISH 

 

/POST1 

ETAB,S11,S,X 

ETAB,S22,S,Y 

ETAB,S33,S,Z 

ETAB,S23,S,YZ 

ETAB,S13,S,XZ 

ETAB,S12,S,XY 

ETAB,V_EL,VOLU 

 

C1X=0 $ C2X=0 $ C3X=0  

C4X=0 $ C5X=0 $ C6X=0  

 

*do,ii,1,ELALL_MAX 

*get,c1x_el,elem,ii,etab,s11 

*get,c2x_el,elem,ii,etab,s22 

*get,c3x_el,elem,ii,etab,s33 

*get,c4x_el,elem,ii,etab,s23 

*get,c5x_el,elem,ii,etab,s13 

*get,c6x_el,elem,ii,etab,s12 

*get,vol_el,elem,ii,etab,v_el 

 

C1X=C1X+c1x_el*vol_el 

C2X=C2X+c2x_el*vol_el 

C3X=C3X+c3x_el*vol_el 

C4X=C4X+c4x_el*vol_el 

C5X=C5X+c5x_el*vol_el 

C6X=C6X+c6x_el*vol_el 

*enddo 

 

C16EFF=C1X*VOL_G1 $ C26EFF=C2X*VOL_G1 $ C36EFF=C3X*VOL_G1 

C46EFF=C4X*VOL_G1 $ C56EFF=C5X*VOL_G1 $ C66EFF=C6X*VOL_G1  

FINISH 

 

!---------------------------------------------------------- 

DEN1 = C11EFF*(C22EFF*C33EFF - C23EFF*C23EFF) 

DEN2 = C12EFF*(2*C13EFF*C23EFF - C12EFF*C33EFF) 

DEN3 = C13EFF*C13EFF*C22EFF 

DEN = DEN1 + DEN2 - DEN3 
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! Вычисление эффективных компонент матрицы податливости 

S11EFF = (C22EFF*C33EFF - C23EFF*C23EFF)/DEN 

S12EFF = (C13EFF*C23EFF - C12EFF*C33EFF)/DEN 

S13EFF = (C12EFF*C23EFF - C13EFF*C22EFF)/DEN 

S22EFF = (C11EFF*C33EFF - C13EFF*C13EFF)/DEN 

S23EFF = (C12EFF*C13EFF - C11EFF*C23EFF)/DEN 

S33EFF = (C11EFF*C22EFF - C12EFF*C12EFF)/DEN 

S44EFF = 1/C44EFF 

S55EFF = 1/C55EFF 

S66EFF = 1/C66EFF 

 

! Эффективные модули Юнга и коэффициенты Пуассона 

EXEFF = 1/S11EFF 

EZEFF = 1/S33EFF 

NUXYEFF = -S12EFF/S11EFF 

NUXZEFF = -S13EFF/S11EFF 

 

! Относительные значения 

rC11 = C11EFF/C11S 

rC12 = C12EFF/C12S 

rC13 = C13EFF/C12S 

rC22 = C22EFF/C11S 

rC23 = C23EFF/C12S  

rC33 = C33EFF/C11S 

rC44 = C44EFF/C44S 

rC55 = C55EFF/C44S  

rC66 = C66EFF/C44S 

rC31 = C31EFF/C12S 

rC32 = C32EFF/C12S 

rEX = EXEFF/ES 

rEZ = EZEFF/ES 

rNUXY = NUXYEFF/NUS 

rNUXZ = NUXZEFF/NUS 

 

!---------------------- Вывод в файл ----------------- 

! Во время первой итерации цикла создаем файл 

! В первой строке записываем названия столбцов 

*IF,GLOBAL_INDEX,EQ,1,THEN 

    /output,f_r,txt,, 

    *VWRITE 

    ('Input data: Material __ unit cell') 

    *VWRITE 

    ('   Thickness    Porosity        K_SS         rEX         rEZ        rC11        rC12        rC13        rC22        

rC23        rC33        rC44        rC55        rC66       rNUxy       rNUxz    Elements') 

    /output 

    *VWRITE 

    (1X) 

*ENDIF 

 

/output,f_r,txt,,append 

*VWRITE, LH, POR_REAL, K_SS, rEX, rEZ, rC11, rC12, rC13, rC22, rC23, rC33, rC44, rC55, 

rC66, rNUXY, rNUXZ, ELALL_MAX 
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(F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, F12.7, 

F12.7, F12.7, F12.1) 

/output 

 

FINISH 

 

/CLEAR 

*ENDDO 

 

*VWRITE 

('********** DONE **********') 

 


